
 

 

 

 

硕士学位论文 
 

 

 

  

基于状态转移算法的多目标优化方法研究
Multiobjective optimization method based on  

state transition algorithm 

 
学科专业  控制科学与工程 

 
研究方向  智能控制与优化决策                        

 

作者姓名  周佳佳 
 

指导教师  周晓君 副教授 

 

 

 

 

 

 

中 南 大 学  

2019 年 5 月 

 



 

 



 

 

中图分类号  TP18                         学校代码 10533     

UDC        621.3                         学位类别 学术学位  

 

 

硕士学位论文 

 

基于状态转移算法的多目标优化方法研究
Multiobjective optimization method based on  

state transition algorithm 

 
作者姓名：     周佳佳 

 
学科专业：     控制科学与工程 

 

学科方向：     控制理论与控制工程 
 

研究方向：     智能控制与优化决策 

 
二级培养单位： 自动化学院                        

 

指导教师：     周晓君 副教授 
 

 

 

 

 

论文答辩日期              答辩委员会主席           

 

中 南 大 学  

                       2019 年 5 月 



 

 

 



 

 

 

 

学位论文原创性声明 
本人郑重声明，所呈交的学位论文是本人在指导教师指导下进行

的研究工作及取得的研究成果。尽我所知，除了论文中特别加以标注

和致谢的地方外，论文中不包含其他人已经发表或撰写过的研究成果，

也不包含为获得中南大学或其他教育机构的学位或证书而使用过的

材料。与我共同工作的同志对本研究所作的贡献均已在论文中作了明

确的说明。 

申请学位论文与资料若有不实之处，本人承担一切相关责任。 

 

       作者签名：              日期：      年   月   日 

 

学位论文版权使用授权书 
 

本学位论文作者和指导教师完全了解中南大学有关保留、使用学

位论文的规定：即学校有权保留并向国家有关部门或机构送交学位论

文的复印件和电子版；本人允许本学位论文被查阅和借阅；学校可以

将本学位论文的全部或部分内容编入有关数据库进行检索，可以采用

复印、缩印或其它手段保存和汇编本学位论文。 

保密论文待解密后适应本声明。 

 

 

作者签名：                         指导教师签名           

日期：      年   月   日           日期：      年   月   日 



 

 

基于状态转移算法的多目标优化方法研究 

摘要：多目标优化是指对多个相互矛盾的目标进行优化，以获得多个

目标权衡下的最优解集。求解此类问题十分困难，基于智能优化算法

的多目标优化方法易于实现，实用性强，因而得到了广泛的研究。状

态转移算法作为一种新型的智能优化算法，在多目标优化领域的研究

较少。本文基于状态转移算法对多目标优化方法进行研究，主要研究

工作及贡献如下： 

首先，为了获得状态转移算子的搜索性能对多目标优化算法收敛

性的影响规律，基于 GD 指标，设计了相关实验，分析了算子单独使

用和组合使用及其参数对算法收敛性的影响。研究发现，在选择策略

一致的前提下，伸缩算子适合单独使用产生候选解集，平移算子适合

与其他算子组合使用，才能使得算法具有较好的收敛性；旋转算子和

坐标搜索算子无论是单独使用还是与其他算子组合使用产生候选解

集，都对算法的收敛性具有积极的影响。  

其次，提出了基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法框架，

MOSTA/P (Multi-objective state transition algorithm based on Pareto 

dominance)。针对该框架下，子代候选解与种群所有候选解进行 Pareto

占优比较时，存在没有推进候选解集朝着最优解集演化，反而消耗过

多的计算资源及确定候选解前沿等级困难的问题，提出基于计算资源

动态分配的高效非支配排序策略。实验表明，该基于该策略的

MOSTA/P 算法可以快速有效求解 MOP 和 F 测试问题。 

最后，提出基于分解的多目标状态转移算法框架，MOSTA/D 

(Multi-objective state transition algorithm based on decomposition)。针对

该框架下存在候选解与权重向量匹配不当的问题，提出了基于匹配度

的修正切比雪夫聚合函数，并证明该聚合函数与传统切比雪夫聚合函

数具有等价性。实验表明，该分解方法对于算法收敛性和解集的分布

性都有一定程度的提升，该算法在求解 MOP 和 F 测试集函数上具有

较好的性能。 

论文共计图 41 幅，表 5 个，参考文献 80 篇。 

关键词：多目标优化；状态转移算法；Pareto 占优；动态资源分配；

高效非支配排序；匹配度；修正切比雪夫聚合函数 

分类号：TP18 

  



 

 

Multi-objective optimization method based on 

 state transition algorithm 

Abstract: Multi-objective optimization optimizes several confilict 

objectives to obtain optimal trade-off solution set. Multi-objective method 

based on intelligent optimization algorithms has been widely studied due 

to its tractablity and practicability. State transition algorithm which is a 

novel intelligent algorithm has less research in the field of multi-objective 

optimization. The paper studies state transition algorithm based multi-

objective method and the main contributions of paper are shown as follows: 

Firstly, in order to clarify how the search performance of state 

transition operators affect the convergence performance of multi-objective 

state transition algorithm, the related experiments are designed based on 

GD performance matrix. The effects of the single and combined use of the 

operators and the parameters on the convergence of the algorithm are 

analyzed. It is found that under the premise of the same selection strategy, 

expand transformation operator is suitable for gennerating candidate 

solution set alone and translation transformation operator is suitable for 

combination with other transformation operators to make the algorithm 

have better convergence. Rotation transformation operator and axision 

transformation operator have positive effects on the convergence of the 

algorithm, whether they are used alone or coordinate with other operators 

to generate candidate solutions set. 

Secondly, a new multi-objective state transition algorithm based on 

Pareto dominance (MOSTA/P) is proposed. The algorithm considers that 

when offspring solutions compared with each other, some offspring 

solutions do not make population evolve towards the optimal solution set 

and it costs too much computing resources. Then, an efficient non-

dominated sorting strategy based on dynamic computing resources 

allocation is proposed to solve this problem. The experimental results 

demonstrate that MOSTA/P is an effective algorithm for solving MOP and 

F series benchmark test functions.  

Finally, a new multi-objective state transition algorithm based on 

decomposition is proposed. The algorithm considers the influence of match 

degree between candidate solutions and weight vectors. A new modified 



 

 

Chebyshev aggeration function based on match degree is proposed and it 

is equivalent to the traditional Chebyshev decomposition method. The 

experimental results demonstrate that MOSTA/P is also an effective 

algorithm for solving MOP and F series benchmark test functions.  

There are 41 figures, 5 tables and 80 references. 

Keywords: multi-objective optimization； state transition algorithm； 

Pareto domination; dynamic computing resources allocation; efficient non-

dominated sorting; matching degree; modified Chebyshev aggeration 

function 

Classification: TP18 
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1 绪 论 

在实际生活中，人们希望以较低的成本生产出较高质量的产品，或希望以较

低的价格购买品质较优的商品。该类问题经过建模，可抽象为多目标优化问题。

多目标优化问题包含多个目标函数，需要将其同时优化，使得决策变量在满足约

束限制的条件下，使得这些目标达到最小（大）。与单目标优化问题不同，多目

标优化问题的多个目标之间是相互冲突的，因而这些目标不能同时达到最优，即

不存在一个候选解使得所有的目标达到最优[1]。一个候选解可能在其中一个目标

函数上较好，而在另一个目标函数上较差，故候选解之间在全部的目标函数上难

以比较[2]；同时，在比较过程中也会消耗大量的计算资源，致使求解时间过长。

因此，快速求解多目标优化问题存在一定的困难。智能优化算法在求解多目标优

化问题上，易于实现且操作性强，已经成为求解多目标优化问题的一种重要的方

法。如何设计多目标智能优化算法，使其在较少的时间内快速求解多目标优化问

题，并获得具有分布性和收敛性良好的帕累托最优解集，是多目标智能优化算法

设计上的难点。此外，实际生活中存在很多的多目标优化问题，实际工程优化的

需要推动着在多目标优化领域进行更加深入的研究和探讨[3]。 

1.1 研究背景及意义 

在电力传输中，希望电网传输的有功功率损失、碳排放量和总燃料成本，这

三目标最小[4]。在电磁发射器设计上，希望设计出有用功率最大化。发射能量最

大化的发射器[5]。在烯烃生产问题上，希望烯烃的产率和选择性最大化[6]；在镁

粉生产中，希望镁粉产量和品位达到最大[7]。在污水处理过程中，希望在此过程

中资源消耗尽可能降低，最终排放的污水质量指数尽可能小[8]。由此可以看出，

实际工程中面临的优化问题是多目标优化问题。众多实际工程多目标优化问题的

求解需要，使得研究一种可以快速有效求解多目标优化问题的多目标优化方法极

为迫切[9-11]。 

多目标优化问题需要优化多个目标，这些目标之间存在内在的矛盾，候选解

对应的多个目标函数之间不能直接比较。传统的求解方法是根据经验，对每个目

标设立 (0,1) 之间的权重值，且所有目标的权重和为 1，将一个多目标优化问题

转化为在一个固定权重向量下，多个目标的权重之和最小的单目标优化问题[12]。

这样，通过求解该单目标优化问题，就能获得该权重向量下的一个最优解。然而，

要想获得反映目标函数之间权衡的多个解，就必须改变目标函数的权重，得到多

个不同的目标函数权重之和的优化问题，进行多次求解。近年来，随着智能计算

的兴起，多种多目标智能优化算法已经被提出，并广泛应用于求解实际多目标优

化问题[13]。利用智能优化算法求解多目标优化问题的优势在于求解一次多目标
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优化问题，就可以得到针对所有目标相互权衡之下的一组最优解集，且对于所优

化目标函数诸如可导，连续等数学特性没有明确的要求，成为求解多目标优化问

题的一种主要方式[14-15]。 

多目标智能优化算法的核心思想是通过设计智能启发式算子在决策空间内

进行全局和局部搜索，产生候选解，设计合理的选择策略和终止条件，对候选解

进行选择，最终获得在目标函数空间分布较为均匀，在各个目标上权衡的最优解

集。在多目标优化算法的设计过程中，面临的难点如下：如何设计启发式算子，

保证其全局搜索和局部搜索的能力，如何设计选择策略使得候选解朝着 Pareto 最

优解方向进行演化，使得设计出的算法在求解多目标优化问题时，获得分布较为

均匀，收敛性较好的最优权衡解集。 

目前提出的多种智能优化算法最常见的三种框架分别是基于 Pareto 占优框

架、基于分解框架和基于指标框架；代表性的算法分别有 NSGAII[16]，MOEA/D[17]，

IBEA[18]等。基于 Pareto 占优框架的算法主要在候选解产生策略和时间复杂度及

候选解多样性维护策略上进行改进和创新[19]。基于分解框架的多目标智能优化

算法主要通过分析和改进权重向量的产生方式，产生候选解的方式，分解聚合函

数，邻域划分方式等做改进和创新[20]，基于指标框架的算法主要对指标进行改进

和创新[21]。 

状态转移算法[22]是近些年提出的一种针对单目标优化问题、具有快速性、可

控性、全局性和保证最优性的智能优化算法。状态转移算法将最优化问题的一个

解看成是搜索过程的一个状态，将候选解更新过程看成是状态转移过程。状态转

移算子的设计通过状态空间表达式实现了统一的框架性描述。通过设计合理的状

态转移矩阵，产生多种具有启发性的状态转移算子，承担着在决策空间内进行全

局搜索和局部搜索的任务。通过控制状态转移算子的参数，可以调节其搜索的空

间大小及几何形状，并且保证算法至少可以获得一个局部最优解。同时，该算子

在搜索空间进行均匀采样，且搜索过程具有一定的启发性，避免在决策空间内进

行穷举而浪费大量的时间。该算法与遗传算法[23]、粒子群优化算法[24]、差分进化

算法[25]、人工蜂群算法[26]等多种经典单目标优化算法相比，可以更加快速地找到

优化问题的最优解[27]。近些年，很多学者也对状态转移算法在约束优化，离散优

化等方面进行了改进[28-31]。但是，状态转移算法在多目标优化领域的研究还不多，

对多目标智能优化算法框架研究和分析还不够全面，没有设计出求解复杂问题的

基于不同框架的多目标状态转移算法，仅仅针对某些特殊的实际的多目标优化问

题给出了基于状态转移算法的解决方案[32-33]，尚不具备求解更复杂多目标优化问

题的能力；因此，在多目标优化领域，亟待对状态转移算法进行研究，提出不同

框架下的多目标状态转移算法。 
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针对上述问题，本课题将对状态转移算法在多目标优化领域进行研究，其意

义在于： 

1) 分析了四种状态转移算子对多目标优化算法收敛性的影响，为多目标状态转

移算法的设计提供经验和指导； 

2) 提出了基于计算资源动态分配的高效的非支配排策略(ENS-DRA)，有效减少

了候选解比较次数和算法的时间复杂度，并提出一种有效的基于 Pareto 的

多目标状态转移算法（MOSTA/P）； 

3) 定义了权重向量和候选解匹配度的概念，提出基于匹配度的修正切比雪夫分

解聚合函数，并提出另一种有效的基于分解的多目标状态转移算法

（MOSTA/D）。 

1.2 多目标优化算法研究现状 

本节以多目标智能优化算法的不同框架做为分类依据，将多目标优化算法分

为三类，对多目标优化算法的研究现状进行归纳和整理，为后续研究提供基础和

参考。 

1) 基于 Pareto 占优的多目标优化算法 

基于 Pareto 占优的多目标优化算法是利用智能优化算子产生候选解，利用

Pareto 占优的概念，对所有候选解进行比较，选择出非占优解。同时，还需要设

计一定的多样性维护策略，将处于密集区域的解剔除，使得非占优解尽可能的分

布在空间内。 

许多算法对多目标优化算法的搜索过程进行研究，在多目标优化算法中，引

入局部搜索，避免算法过早地收敛到 Pareto 前沿算法。IM-MOGLS 算法[34]是第

一个多目标遗传局部算法，它将多个目标的加权和函数作为适应度函数，并依此

选择一组父代候选解，利用交叉变异产生新的候选解，之后利用局部搜索产生候

选解使的候选解朝着适应度函数最大的方向进化，并成功解决了某些 0-1 背包问

题。C-MOGLS[35]结合了网格多目标遗传算法与局部搜索，利用多个目标的权重

之和作为适应度函数。近些年来，NSLS[36]算法也被提出，该算法将非支配排序

与局部搜索结合起来，该算法受参数的影响较小，相较于其他算法时间复杂度较

低，但是对于某些问题容易陷入局部前沿面，因此还需要对局部搜索策略的设计

方法进行更加深入的研究。 

在候选解的比较过程中，基于该框架的多目标优化算法利用 Pareto 占优进行

比较，为了在较小时间复杂度内尽快地确定非占优解，许多非占优排序机制被提

出来。NSGA[37]是一种设计了非支配排序的机制，非占优排序根据候选解之间相

互占优的情况，先选择出种群内的非占优解，作为第一前沿的解，再比较种群内



硕士学位论文                                                                     第 1 章 绪论 

4 

 

其他解，此时得到的非占优解为第二前沿的解，以此类推，为候选解指定其 Pareto

前沿等级。该机制的时间复杂度为 3( )O MN ，空间复杂度为 ( )O N 。此非支配排序

方法计算量大，种群数量越大时，该支配方法的时间复杂度越大。为了减少比较

次数，从而减少时间复杂度，在 NSGAII [16]算法中，提出了快速非支配排序的机

制，使得算法复杂度复杂度降低至 2( )O MN 。该策略通过记录候选解 p 被其他候

选解占优的个数 pn 和被 p 占优的解 pS ，根据 pn 对候选解指定对应的非支配等级，

但该方法牺牲了空间复杂度，利用大量的空间存储变量，空间复杂度较高。Jensen

等人提出一种基于递归的 Jensen 排序方法[38]，该排序基于分治策略，对候选解

进行非支配排序，对于两目标优化问题，时间复杂度降低至 ( log )O MN N ，对于

多于两目标的优化问题，其求解的时间复杂度为 1( log )MO N N ，该方法将随着目

标函数个数的增多，时间复杂度呈指数性逐渐增长。Tang 等人提出了基于擂台

赛法则的比较策略[39]，首先从种群中随机选择一个解作为冠军，其他候选解和冠

军解进行比较，若其他候选解优于冠军解，则其他候选解作为冠军解，继续和其

他候选解比较，该算法时间复杂度为 2( )O MN ，空间复杂度为 ( )O N ；整体说来，

该方法优于前述的两种排序方法。此外，爬山排序及演绎排序[40], 快速排序[41]等

非支配排序方法也相继被提出来减少候选解比较的时间复杂度。Zhang[42]等于

2015 年提出高效非支配排序 (ENS)方法，在最差情况下，该方法时间复杂度为
2( )O MN ，空间复杂度仅为 (1)O ，大大降低了算法运行时间和变量存储消耗的资

源空间。 

基于 Pareto 占优框架的多目标优化还需设计多样性维护策略，来保证非占优

解集的分布尽可能均匀。通过对个体是否处于密集区域进行判断，保留处于稀疏

区域的非支配解。NSGA[36]通过共享小生境技术，设计共享函数，得到个体共享

度和共享适应度函数值，判断出个体是否处于密集区域。SPEA[43]通过计算个体

之间的欧式距离，对个体进行聚类，根据聚类结果选择具有代表性的解，实现解

多样性的选择。上述多样性维护策略都需要指定参数，候选解选择结果受参数影

响较大。NAGAII[16]算法设计了拥挤距离比较算子对候选解集的多样性进行维护。

该算子定义了拥挤度的概念，将由某个个体的周围个体组成立方体的边长的平均

值定义为该个体的拥挤度。个体的拥挤度越大，说明个体与其他个体的距离越远。

该算法先利用非支配快速排序，再利用拥挤距离算子来选择候选解，先考虑候选

解的前沿等级，再考虑候选解的拥挤度。该方法的优势是不包含人为参数，避免

了参数大小的选择对候选解选择的影响。在文献[44]中，设计了分布性加强模块。

首先将种群中全部个体映射在超平面上，对超平面进行均匀划分，将全部的候选

解进行聚类，通过计算每一个分区中的聚类中心个数来判断当前种群的分布是否

均匀。当前种群分布不均匀时，分布性加强模块被激活，利用聚类子种群中，拥
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挤距离大的个体进行局部搜索，保证每一分区都有一定数量的个体。在文献[45]

中，基于数据场的理论，利用数据场的势能对候选解的拥挤度进行判断，根据势

能信息进行候选解的选择。 

2) 基于分解的多目标优化算法 

基于分解框架的多目标算法最早起源于 C-MOGA 算法[46]，Zhang 提出的

MOEA/D[47]继承了 C-MOGA 基于分解的框架，并在分解策略及选择策略上做了

创新和改进，成为该框架下代表性算法。MOEA/D 算法主要利用均匀的权重向

量，通过分解聚合函数将多目标优化问题分解为多个等价单目标优化子问题进行

求解。候选解仅仅与其处于同一邻居关系的候选解比较，从而很好保证了种群的

多样性和快速收敛性。常用分解方法有，权重和（Weighted Sum，WS）[48]，切

比雪夫方法（Tchebycheff，TCH） [49]和基于惩罚的边界交叉（Penalty-based 

Boundary Intersection，PBI）[50]。其中切比雪夫方法是 MOEA/D 最常用的方法。

后续基于分解框架的多目标优化算法主要在权重向量的产生方式，更新邻域确定

方式，分解聚合函数等方面进行改进和创新，为了提高算法的计算效率，对算法

的计算资源的分配进行研究。 

权重向量的产生方式对得到的最优解集是否分布均匀有着较大的影响。在权

重向量产生方式上，起初是使用 simplex-lattice 设计思想[51]。通过在目标函数空

间内以固定的间隔进行均匀采样，来获得分布均匀的权重向量。然而该方式在求

解三个及更多目标问题上产生的权重向量不是很均匀，且种群大小一般不能随意

设定。文献[52]中，提出了基于方向角产生权重向量的方法，在 1/4 超球体上，利

用向量夹角与半径和弦长的关系建立了权重向量选择模型，经过多次随机产生权

重向量并选择更新，最终获得了分布均匀的方向向量。该方法虽然可以产生较为

均匀的权重向量，但是时间复杂度很高。在 MOEA/AWA 算法中[53]，基于权重向

量和其子问题的理想解之间的对应几何关系，提出 WS 变换，使得均匀采样的获

得的权重向量映射到目标函数函数空间也是均匀的。 

在分解聚合函数上，最初由在 MOEA/D 引入的权重和法，切比雪夫法和基

于惩罚的边界交叉法，对于最小化多目标优化问题上，这些聚合函数采用的理想

参考点都是各个目标最小值组成的。而在后续研究中发现，采用该点可以促进候

选解朝着 Pareto 最优解的方向收敛，但是对于算法最终获得解集的广泛分布有

一定的影响。采用各个目标最小值组成的理想向量，非占优解集中于中部，而边

界较为稀疏，为此，专家学者采用种群候选解最大的目标函数组成理想参考点，

距离该点越远，表明候选解越好，并提出翻转切比雪夫和翻转 PBI 分解方法[54]。 

更进一步，专家发现使用目标函数最大值作为理想参考点可以得到较多处于边界

上的非支配解，而处于前沿中部的解相比之下有所减少。在算法 MOEA/D-MR[54]
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中利用两者相互互补的特性，使用两个种群，将两种理想参考点结合使用，提出

了基于多参考点的多种群协同进化的多目标优化算法。此外，还有专家学者使用

在分解聚合函数中使用参考点集合而不是单一参考点，进行目标函数的分解。针

对 PBI 聚合函数需要事先确定参数，学者又提出参数线性变化的自适应 PBI 分

解方法[56]。后来，专家又提出 SPS 策略[57]，根据几个固定的权重向量，参数 进

行动态变化；马小亮等通过将切比雪夫分解函数的特性与最优解的几何特性关联

起来，提出基于权重向量𝐿𝑝范数约束的修正切比雪夫方法[58]。此外，角罚函数距

离(APD)的分解方法在文献[59]中提出，其思想与 PBI 方法类似，但其通过计算

候选解和理想点之间的角度对候选解的多样性进行量化，且其参数进行自适应变

化，实验结果证明，该方法在求解多目标优化问题上鲁棒性较强。 

考虑到某些实际问题的求解中，对于某一区域非占优解的搜索可能比其他非

占优解困难，每个子问题消耗同等的计算资源就会十分浪费。为此，大量学者对

基于分解框架的多目标的计算资源分配做了大量研究。张等人提出了动态资源分

配的 MOEA/D-DRA[60]算法，通过定义一个特征函数来表征子问题求解的优化率，

并在计算过程中，选择优化率较高的子问题进行进化，减少了算法盲目计算消耗

的过多计算资源。更进一步，张青富提出 MOEA/D-AWA 算法[53]，该算法采用自

适应权重向量调整策略，融合 MOEA/D-DRA 提出的动态资源分配的概念，先在

预设的权重向量下进行搜索，待算法收敛到一定程度，开始第二阶段，采用自适

应权重向量，移除处于密集区域的子问题，在稀疏区域添加子问题进行求解，在

测试函数的求解上显示出了较为突出的性能。 

此外，另外一种基于分解的多目标优化算法也逐渐受到学者的广泛关注。此

类算法将多目标优化问题分解成为多个等价的多目标优化问题进行求解，其中每

个多目标的寻优空间，都是原问题寻优空间的子集。该种思想，最先由 MOEA/D-

M2M 算法中提出[61]。该算法将原问题分解成为多个多目标优化子问题，采用多

种群策略，对子问题进行并行优化求解。在某些标准测试函数上，该算法的求解

优于 MOEA/D-DE[51]和 NSGA-II 算法。 

3) 基于指标的多目标优化算法 

基于指标框架的多目标优化算法一类常见的算法。该类算法利用多目标优化

中的性能指标作为候选解的适应度函数。基于该框架的算法不需要额外的多样性

维护机制，同时还一定程度上反应了决策者的偏好。常用的指标为 HV 指标[61]，

 -指标[62]，S 矩阵[64]，代表性算法为 IBEA[63]，SMS-EMOA[65]等。基于指标的多

目标算法在计算候选解的指标时，需要消耗大量的计算资源和时间资源，随着基

于其他框架算法的不断改进，基于指标框架的优化算法研究热度较其他框架下的

算法，研究热度已经减弱。 
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1.3 论文主要内容及安排 

在国家自然科学基金项目课题“有色冶金级联反应器不确定动态优化方法” 

（61873285）、“基于分布式状态转移算法的有色冶金过程系统辨识方法研究”

（61503416）、中南大学创新驱动计划“流程工业过程数据建模与分布式优化方

法研究”（2018CX012）和中南大学研究生科研创新项目（2017zzts492）的资助

下，开展了基于状态转移算法的多目标优化方法的研究工作，主要包括：首先，

对目前已有的多目标优化方法进行大量的文献调研，主要以多目标智能优化算法

为研究对象，以多目标智能优化算法框架为分类依据，对算法的研究进展进行了

调研；其次，概括总结了多目标优化的相关概念及算法框架，及常用的标准测试

函数及评价指标，常用的分解函数等，为后续研究奠定基础。 

状态转移算法是由周晓君[22]等出的一种智能优化算法，它以控制理论的离

散时间状态空间表达式为框架，利用状态转移算子在决策空间内进行全局和局部

搜索，采用贪婪准则，最终获得单目标优化问题的最优解或者近似最优解，具有

全局性，快速性，收敛性，可控性，最优性的特点。通过对状态转移算法原理的

不断深入研究，与经典优化算法做对比，展现出良好的快速收敛性能。通过对其

进一步分析，提出状态转移算法的改进版本[66]，相比与之前版本，更加快速有效

地，在较少时间内完成对问题的求解。值得一提的是，其状态转移算法设计的状

态变换算子具有可控性，可以通过控制算子参数来控制算子的搜索空间和几何形

状。为了进一步深入状态转移算法在多目标智能优化领域的研究，本论文对状态

转移算子的搜索性能做了研究，旨在探讨状态转移算子对多目标优化算法收敛性

的影响，为多目标状态转移算法的设计提供搜索方面的研究经验和依据。此外，

在两种现有的框架下，本论文提出基于 Pareto 占优和基于分解的多目标状态转

移算法，融合了现有较新的研究成果并进行了创新。本论文共包括六章内容，各

章节内容及关系如图 1-1 所示。 

第一章为绪论，该章以现有多目标优化算法框架为分类依据，论述了不同框

架下多目标优化算法的研究现状及进展。状态转移算法作为一种智能的，具有快

速性、可控性及能够保证最优性的算法，尚未在多目标优化领域进行深入研究。

本章基于目前智能优化算法在求解多目标优化问题的研究现状，给出了设计多目

标状态转移算法的必要性和可行性。 

第二章，多目标优化概述。此章给出了多目标优化基础概念及常见的算法框

架、常用的测试函数性能评估矩阵；该章作为论文整体的研究基础，为其他章节

的内容起到基础支撑作用。 
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图 1-1 论文框架与结构 

第三章，面向多目标优化的状态转移算子性能分析。本章内容主要是利用多

目标性能矩阵，对状态转移算子的搜索性能进行定量分析，为接下来提出不同框

架下的多目标状态转移算法做基础和铺垫。对于一个随机智能搜索算法而言，良

好的搜索性能是算法找到最优解集的前提和保证。本章设计多组对比实验，通过

固定初始解集和最大迭代次数，利用相同的选择策略对解集进行更新，通过计算

每次迭代，性能矩阵的变化情况，来反映状态转移算子的搜索性能；在同样的选

择方式下，分析该算子对多目标优化算法收敛性的影响，同时探究状态转移算子

的最佳使用方式，为下一步设计算法在搜索过程提供经验和依据。 

第四章，基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法设计。本文基于第三章对状

态转移算子搜索性能的分析的结果，基于 Pareto 占优算法的框架，提出了一种新

型的基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法。该算法采用 Pareto 占优为比较准

则，采用动态资源分配的高效非支配排序策略为候选解的前沿等级进行划分；采

用拥挤距离的多样性维护算子，剔除处于密集区域的候选解，保证解集分布的均

匀性。经过测试函数和性能指标的验证，基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法

是有效的。 

第五章，基于分解的多目标状态转移设计。本文同样基于第三章对状态转移

算子搜索性能的分析的结果，基于分解的框架，提出了另外一种基于分解的多目

标状态转移算法。基于分解框架的多目标优化算法一个重要核心是分解聚合函数

的设计，然而现有分解聚合函数并未考虑权重向量和候选解的匹配程度，以此为

出发点，本章在切比雪夫分解函数的基础上，通过利用权重向量，候选解目标函

数值与理想点组成向量之间的夹角余弦值，表征候选解和权重向量的匹配关系，
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提出一种基于匹配度的修正切比雪夫分解函数，可以证明，该函数与切比雪夫是

等价的。此外，本章提出的算法还采用了动态邻域，强化搜索等策略，加快了算

法更新过程。经过多种测试函数和性能指标的验证，表明了本章提出的分解方法

的合理性和算法求解多目标优化问题的有效性。 

 第六章，总结与展望。本章论文的整体研究进行了整理。本论文在详细调

研多目标优化算法的研究现状，多目标优化相关理论，对状态转移算子的搜索性

能对算法收敛性的影响进行研究，对比了状态转移算子不同使用方式的搜索性能

差异；更进一步，提出了两种不同框架下的多目标状态转移算法，具有一定的研

究价值和意义。同时，对未来多目标状态转移算法的研究方向进行了展望。未来

将在约束多目标优化等领域进行更多深入的研究。
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2 多目标优化概述 

2.1 基本概念 

多目标优化问题的可以抽象为如(2-1)所示的数学形式： 

1 2min ( ) [ ( ), ( ),..., ( )]

s.t.

M

n

f f f



F x x x x

x
               (2-1) 

其中， 1 2( , ,... )nx x xx 是 n 维决策变量，  是决策变量的寻优范围。

1 2( ), ( ),..., ( )Mf f fx x x 是M 个待优化的目标函数，其中各个目标相互矛盾，一个

候选解可能在某一目标上较好而在另外几个目标上较差，因而候选解无法直接比

较。在优化过程中，在某些目标上朝着最优化方向的改善的同时，其他目标的最

优性会被削弱，求解多目标优化问题最终得到的是优化目标之间相互权衡且相对

最优的 Pareto 最优解集。为了更好地理解多目标优化，本节给出多目标优化几个

重要且常见的基本定义[67-68]： 

定义 1 (Pareto 支配). 对于任意的两个候选解 ,a bx x ，称 ax 支配 bx ，当且仅

当式(2-2)成立，记作 a bx x 。  

{ (1,2,..., ) : ( ) ( )} { (1,2,..., ) : ( ) ( )}i a i b j a j bi M f f j M f f      x x x x     (2-2) 

即候选解 ax 的目标函数值全部小于等于 bx 的目标函数值，且 ax 至少存在一个目

标函数值小于 bx 的目标函数值。 

定义 2 (Pareto 最优解). *x 为 Pareto 最优解(或非支配解)，当且仅当在决策

空间内，不存在其他候选解 x支配它，其数学表达式如(2-3)所示：   

*: x x x                        (2-3) 

定义 3 (Pareto 最优解集). 所有 Pareto 最优解 *x 构成的集合 PS 为 Pareto 最

优解集，定义如式(2-4)：   

                  
* *{ | : }   PS x x x x              (2-4)                    

定义 4  (Pareto 前沿面). Pareto 最优解集中所有 Pareto 最优解在目标空间的

映射形成的解集，组成 Pareto 最优解的目标向量值集合。该集合为 Pareto 最优前

沿，定义如式(2-5)：      

                { ( ) | } PF F x x PS                   (2-5) 

简而言之，Pareto 最优解是最优候选解的集合，而 Pareto 最优前沿是 Pareto

最优解对应目标函数值组成的集合。 

为了更加详细的解释多目标优化的相关概念，用如下图对 Pareto 占优等相关

概念进行更加直观化的阐述。如图 2-1 所示。标记为 A H （除F ）的圆圈代表

7 个候选解，图中表示了这些解在目标函数空间内的位置。以候选解 A和B 为例，

可以看出候选解 A的第一个目标函数值小于候选解 B 的，而其另一个目标函数大
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于候选解 B 的，故 A , B 不能直接比较，A和B 是相互不占优的。针对候选解C 和

G ,可以看出候选解C 的两个目标函数君小于候选解G 的，满足 Pareto 占优的概

念，故候选解C 是占优候选解G ，候选解C 为非占优解；若在整个搜索空间内，

候选解 , , , ,A B C D E对于其它候选解都占优，则候选解 , , , ,A B C D E称为 Pareto 最

优解，他们共同组成了 Pareto 最优解集，其目标函数的集合 ( ) , ( ) ,F A F B

( ) , ( ) ,F C F D ( )F E 形成了 Pareto 前沿。 

 

图 2-1 两个目标的 Pareto 最优前沿曲线 

2.2 多目标优化算法的框架概述 

本小节主要对目前常见的多目标优化算法框架进行简要介绍和说明，为后续

研究提供必要的基础，其流程图如图 2-2 所示。 

2.2.1 基于 Pareto 占优的多目标优化算法框架 

基于 Pareto 占优的多目标优化算法流程可用图 2-2(a) 表示。该类算法以

Pareto 占优为比较准则的一类算法,其基本思想如下：首先通过随机算子产生候选

解集，利用 Pareto 占优概念对候选解进行比较，选择出非占优的解，此外还需要

设计一些多样性维护算子，从非占优解中剔除处于密集区域的解，保留分布较为

均匀的解，使得候选解分布较为均匀。 

2.2.2 基于分解的多目标优化算法框架 

基于分解的多目标优化算法主要包括以下部分：权重向量生成，候选解集产

生，理想参考点确定，分解函数设计这几个主要部分。该类算法首先采用一定的

方式产生一定数量的权重向量，并根据权重向量几何关系等其他因素确定更新邻

域范围；其次，利用智能随机搜索算子产生候选解集，根据候选解集的目标函数

确定理想参考点；最后利用权重向量，理想参考点及分解方法，对每个候选解进

行评估，评估较优的候选解不断在其更新邻域范围内替换评估较差的解，直至算

法终止。权重向量在目标标函数空间是否均匀，更新邻域范围大小设置是否合适，
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对最终候选解集中的解，能否均匀分布有着较大的影响。分解策略不同对于候选

解的选择也有较大的影响，基于分解的多目标算法流程可用图 2-2(b)表示。                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

  

(a) 基于 Pareto 占优的 

多目标优化算法流程图 

(b) 基于分解的 

多目标优化算法流程图 

图 2-2 基于两种典型框架的多目标优化算法流程图 

其中，分解聚合函数的设计是基于分解框架算法的核心，是权重向量 λ，理

想参考点 *
z ，候选解 x的函数，其中， 1 2( , ,... )M  λ ， * * *

1 2( , ,..., )Mz z z*
z 为已知

候选解各个目标的最小值，最为典型的几种分解函数如下[47]： 

1) 权重求和分解函数： 

1

max ( , ) ( )
M

ws

i i

i

g f


x λ x                     (2-6) 

权重求和法是对每一个目标函数施加一个权重，对所有的目标函数求权重和，

多组权重向量就构成多个单目标优化问题；权重求和方法具有明确的几何意义，

其函数值等于候选解目标函数向量在权重方向上的投影。 

2) 切比雪夫分解函数： 

 *

1
min  ( | , ) max | ( ) |tc

i i i
i M

g f z
 

 *
x λ z x            (2-7) 

开始

种群初始化，计算
初始候选解集

的适应值

产生新的子代候选
解集

满足结束准则

输出Pareto
最优解集

结束

Yes

No

子代和父代合并，
利用Pareto占优概
念及多样性维护策
略更新候选解集

初
始
化
过
程

迭
代
更
新
过
程

开始

产生权重向量，
种群初始化

确定候选解
初始更新邻域

产生新种群；
确定理想参考点

在权重向量邻域内
对候选解集更新

满足结束准则

输出Pareto
最优解集

结束

Yes

No

基于分解策略，计
算候选解的适应值

初
始
化
过
程

迭
代
更
新
过
程

更新候选解
更新邻域

及权重向量
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切比雪夫分解利用参考点和权重向量，通过最小化单个目标在权重下与理想

点之间的差距，使得候选解不断进化。其它使用较多的切比雪夫分解方法变种表

示如下：  
*

1

( )
min  (F( ) | , ) max i i

x i m
i

f z
g

  

 
  

 

* x
x λ z          (2-8) 

3) 惩罚边界法： 

PBI

1 2min   ( , , )g d d *
x λ z                  (2-9)                    

其中，
1 ( ( )) /Td  *

z F x λ λ , 
2 1( ) ( )d d  *

F x z λ ，惩罚边界法包含一

个参数 ， 1d 用来表征候选解的目标函数与理想参考点组成的向量在权重向量上

的投影距离， 1d 越小，表明候选解越接近 Pareto 前沿； 2d 表示候选解目标函数

组成的点，到权重与理想参考点组成直线的垂直距离，其值越小，说明该候选解

与理想参考点组成的向量与权重向量的夹角越小； 的取值决定算法更偏向收敛

性还是更偏向分布性；一般而言， 5  较为合适。 的取值对算法的收敛性和分

布性有较大的影响，一些在专家学者提出自适应 参数的 PBI 聚合函数分解策略。 

2.3 标准测试函数 

为了评估算法性能，学者设计出许多标准测试函数[69-73]，来测试多目标优化

算法的分布性和收敛性，本小节对于本论文使用到的标准测试函数及其前沿进行

归纳和整理。 

表 2-1 测试函数及其标准前沿 

测试函数 函数描述 最优前沿 

ZDT1 

1 1

2 1

2

( )

( ) ( )(1 / ( ))

( ) 1 9 / ( 1)

30; [0,1]; 1,...,

n

i

i

i

f x x

f x g x f g x

g x x n

n x i n





 

  

  


 

 

KUR 

1
2 2

1 1

1

1
0.8

2 3

2

1

( ) ( 10exp( 0.2 ))

( ) ( 5sin )

3; [ 5,5]; 1,...,

n

i i

i

n

i i

i

i

f x x x

f x x x

n x i n
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DTLZ1 

1 1 2

2 1 2

3 1

2

1

1
( ) (1 ( ))

2

1
( ) (1 )(1 ( ))

2

1
( ) (1 )(1 ( ))

2

( ) 100 5 ( 0.5) ) ( )

( ) cos(20 ( 0.5))

7; [0,1]; 1,...,

PF : 0.5

i

i

i

M

i

i

f x x x g x

f x x x g x

f x x g x

g x x h x

h x x

n x i n

f





 

  

  

 
    

 

 

  







 

 

 

 

F1 

 

1 1

5

2 1

1

2

2

2:

5

2 1

( ) (1 ( ))

( ) (1 ( ))(1 )

( ) 2sin(0.5 )(n 1 ( ))

( ) ( cos(2 ))

where   sin(0.5 )

[0,1], 1,... ; 30

PF :   (1 )

PS:   sin(0.5 ),  2,...

n

i i

i

i n i i

i

i j

f x g x x

f x g x x

g x x h x

h x y y

y x x

x i n n

f f

x x j n













 

  

  

 

 

  

 

 


 

 

F2 

1 1

2

1

2

2

2

1 1 1

2:

( ) (1 ( ))(1 )

1
( ) (1 ( )) ( )

2

( ) 2sin(0.5 ) ( )

( ) n 1 ( cos(2 ))

( ) cos (4 )

where   sin(0.5 ),

[0,1], 1,... ; 30

PS:   sin(0.5 ),  2,...

n

i i

i

i n i i

i

j j

f x g x x

f x g x t x

g x x h x

h x y y

t x x x x

y x x

x i n n

x x j n
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F3 

1 1

2

0.1 2 2

1 1 1

1

2

2

2:

II

( ) (1 ( ))

1
( ) (1 ( )) ( )

2

( ) 1 (1 ) cos (3 )

( ) 2sin(0.5 ) ( )

( ) n 1 ( cos(2 ))

where   sin(0.5 )

 [0,1]; 1,... ; 30

PS:   sin(0.5 ),  x

n

i i

i

i n i i

i

i i i

f x g x x

f x g x t x

t x x x x

g x x h x

h x y y

y x x

x i n n

x x x















 

 

   



   

 

  

  



 

 

F4 

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 1 2

2

4

1 2 3

( ) (1 ( )) /

( ) (1 ( )) /

( ) (1 ( )) /

( ) ( 2)

where [1,4], 1,... ; 30

PF :   1

PS:   2,  3,...

n

i

i

i

j

f x x g x x x

f x x g x x x

f x x g x x x

g x x

x i n n

f f f

x j n



 

 

 

 

  



 

  

 

F5 

1 1 2

2 2 1

3 1 2 1 2 3

2

4

6

3 1 2

( ) ((1 ) )(1 ( ))

( ) ((1 ) )(1 ( ))

( ) (1 2 )6 (1 ( ))

( ) ( 0.5)

where [1,4], 1,... ; 30

PF :   (1 )

PS:   0.5,  3,...

n

i

i

i

j

f x x x g x

f x x x g x

f x x x x x x g x

g x x

x i n n

f f f

x j n



  

  

    

 

  

  

 



 

 

F6 

4 4

1 1 2

4 4

2 1 2

1

1 ( )

3 2

1

2

3

3 1 2

( ) cos (0.5 )cos (0.5 )

( ) cos (0.5 )sin (0.5 )

1 ( )
( ) ( )

1 cos (0.5 )

1
( ) (1 cos(2 ))

10

where [0,1], 1,... ; 30

PF :   (1 ) 1

PS:   0,  3,...

g x

n

i i

i

i

j

f x x x

f x x x

g x
f x

x

g x x x

x i n n

f f f

x j n
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MOP1 

1 1

2 1

0.62

1

2

1

2 1 1

1

1

( ) (1 ( ))

( ) (1 ( ))(1 )

( ) 2sin( ) ( 0.9 )

sin(0.5 )

where [0,1], 1,... ; 10

PF :   (1 ),   0 1

PS:   sin(0.5 ); 2,..., ;  

0,1.}

n

i i

i

i i

i

j

f x g x x

f x g x x

g x x t t

t x x

x i n n

f f f

x x j n

x









 

  

  

 

  

   

 





 

 

MOP2 

1 1

2

2 1

1 5
2

1

2

2 1 1

1

1

( ) (1 ( ))

( ) (1 ( ))(1 )

( ) 10sin( )
1

sin(0.5 )

where [0,1], 1,... ; 10

PF :   1 ,   0 1

PS:  sin(0.5 ); 2,..., ;  

 0,1

i

n
i

t
i

i i

i

j

f x g x x

f x g x x

t
g x x

e

t x x

x i n n

f f f

x x j n

x









 

  




 

  

   

 





 

 

MOP3 

1
1

1
2

1

5
2

1

2

2 1 1

1

1

( ) (1 ( )) cos( )
2

( ) (1 ( ))sin( )
2

( ) 10sin sin( )
2 1

sin(0.5 )

where [0,1], 1,... ; 10

PF :   1 ,   0 1

PS:   sin(0.5 ); 2,..., ;  

0,1

i

n
i

t
i

i i

i

j

x
f x g x

x
f x g x

tx
g x

e

t x x

x i n n

f f f

x x j n

x













 

 




 

  

   

 




 

 

MOP4 

1 1

0.5 2

2 1 1

1 5
2

1

( ) (1 ( ))

( ) (1 ( ))(1 cos (2 ))

( ) 10sin( )
1

sin(0.5 )

where [0,1], 1,... ; 10

i

n
i
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2.4 性能评价指标 

多目标优化算法的设计目标是获得收敛至 Pareto 最优解且具有较好分布性

的最优解集；然而，算法最终获得的解是否是 Pareto 最优解集中的解，其分布性

是否良好，难以通过获得候选解集的目标函数判断，因此，众多专家学者设计了

多种性能评价指标来表征算法获得解集的收敛性和分布性[75]。本节将常用的性

能指标给予归纳和总结，这些指标也会在后续章节中用于算法之间的对比。假设
*

P 是理想 Pareto 参考解集， A是算法获得的 Pareto 最优解集， | |A 表示解集 A

中解的数量，p 是参考解集 *
P 内的解，x是解集 A中的解, ( , )d p x 表示 x与 p 的

欧式几何距离。这些指标定义如下： 

1) 世代距离（Generational Distance，GD）[76]: GD 指标可以表述如下： 

*

1
GD( ) min ( , )

| |
d




 
p P

x A

A p x
A

                  (2-10) 

GD 指标是计算解集 A中的解与解集 *
P 中的解的最小距离的平均值，该值

越小，表明两个解集越接近，算法收敛性越好。该指标适合算法获得的解集覆盖

了全部前沿之后进行对比。 

2) 反向世代距离 (Inverted Generational Distance，IGD)[77]: 

IGD 可以表述如下： 

*
*

1
IGD( ) min ( , )

| |
d




 
x A

p P

A p x
P

               (2-11) 

IGD 指标是计算参考解 *
P 中的解与解集 A中的解 x的最小距离，之后求取

平均值得到。IGD 和 GD 统计的最小欧式几何距离的参考点不同，GD 以解集 A

为参考，而 IGD 以解集 *
P 为参考。IGD 可以综合反映解集 A的分布性和收敛性，

其值越小，解集 A的收敛性和分布性越好。 

3) 超体积指标（Hyper Volume, HV）[78]： 

HV 指标需要设定一个参考点 1 2( , ,.., )Mr r rr ，一般该向量的各个元素取值略

大于解集 A内所有候选解目标函数的最大值，即 r 可以被解集 A中的解占优，解

集 A的 HV 可以表述如下： 

 1 1( , ) ( [ ( ), ] ...[ ( ), ])M mHV volume f r f r


 
x A

A r x x          (2-12) 

HV 指标具有良好的几何特性，可以综合考虑算法的多样性和收敛性。该值

越大，表明解集的分布性和收敛性越好。 

4) 集合覆盖率（Set Coverage ，SC）： 

假设 A，B 分别是算法 1 和算法 2 获得获得的 Pareto 前沿面近似最优解集，

集合覆盖率 ( , )C A B 表示解集B 中的解被 A中至少一个解支配的百分比，可以表
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述如下； 

|{ | : }|
C( , )

| |

  


x B y A y x
A B

B
                (2-13) 

其中， y 是解集 A 中的解， x 是解集 B 中的解；特别要说明的是， ( , )C A B 与

( , )C B A 之和并不一定为 1。在解集 A 和解集 B 的比较中，如果 ( , )C A B 大于

( , )C B A ，则解集 A在某种程度上比解集B 更好。该指标并不直接的反应解集分

布性和收敛性，仅仅比较两个集合在 Pareto 占优概念上面的相对优劣。 

2.5 本章小结 

本章对多目标优化进行了概述和总结，详细阐述了多目标优化算法中 Pareto

占优框架和分解框架的主要流程。此外，本章还对常用的标准测试函数和性能评

价指标做出了归纳和整理。在后续章节中，会利用本章涉及到的标准测试函数和

性能评价指标对状态转移算子及所提出的多目标状态转移算法性能进行分析和

比较。



硕士学位论文                                 第 3 章 面向多目标优化的状态转移算子搜索性能分析 

19 

 

3 面向多目标优化的状态转移算子搜索性能分析 

在多目标智能优化算法的设计中，搜索算子搜索能力强弱，很大程度上决定

了算法的整体运行效果。状态转移算法与其他智能优化算法相比，在求解单目标

优化问题上显示出了较为优良的全局搜索能力。其中状态转移算子具有可控性，

可以通过调节其参数，实现对其搜索空间大小的控制，是其他智能随机搜索算子

不具备的特性之一。然而，状态转移算子在多目标优化领域的研究还不够深入。

本章主要对状态转算子搜索性能进行分析，为后续多目标状态转移算法的设计提

供支持和经验。 

3.1 基本状态转移算法简介 

状态转移算法[21]是近些年提出的一种新型智能随机型优化算法，该算法将

优化问题的候选解作为一种状态，候选解进行更新的过程，认为是一种状态转移

至另一种状态的过程。借助于状态空间的概念，其基本框架可描述如下：  

1

1 1( )

k k k k k

k ky f



 

 




x A x B u

x
                       (3-1) 

其中， n

k Rx 对应着优化问题的一个解； , n n

k k R A B 称为状态转移矩阵, 

n

k Ru 是关于当前候选解和历史候选解的函数；可以通过设计状态转移矩阵 kA ，

kB 与 ku 设计各种各样的状态变换算子； ( )f x 是代价函数或评价函数。状态转移

算法的搜索依赖设计的状态转移算子实现，目前设计出的状态转移算子有： 

1) 旋转变换 (Rotation Transformation) 

1

2

1
+k k r k

kn
 x x R x

x
                     (3-2) 

其中， 称作旋转因子，是一个可控的参数，它控制着旋转变换算子的搜索空间

的大小； n n

r

R 是一个服从[-1,1]均匀分布随机矩阵，
2
表示向量的二范数。

该算子搜索邻域为半径为 的超球体；通过控制 的大小，可以控制该算子的寻

优空间， 越大，寻优空间越大，在 固定的情况下，旋转变换算子的搜索空间

随着决策变量维数的增加而变小；在状态转移算法中，它常常用来进行局部搜索。 

2) 平移变换 (Translation Transformation) 

1
1

1 2

k k
k k t

k k

 





 



x x
x x R

x x
                   (3-3) 

其中， 称作平移因子，是一个可控的参数，它控制着平移变换算子的搜索力度，

t R 是一个元素服从[0,1]的均匀分布随机矩阵，该算子具有沿着从点 1kx 到点

kx 的直线上的线搜索功能，其线搜索起点为 kx ，最大的搜索长度为  。在状态

转移算法中，它常常应用于选择机制之后，选择出两个较好的候选解，进行强化
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搜索。 

3) 伸缩变换 (Expansion Transformation) 

1k k e k  x x R x                            (3-4) 

其中， 称作伸缩因子，是一个可控的参数， n n

e

R 是一个元素服从高斯分布

的随机对角矩阵。伸缩变换具有使 kx 中的每个元素伸缩变换到 ,  的功能，

在状态转移算法中，利用该算子实现在整个决策变量空间的全局搜索。 

4) 坐标变换 (Axesion Transformation) 

1k k a k  x x R x                            (3-5) 

其中， 称作坐标因子，是一个可控的参数， n n

a

R 是一个随机对角稀疏矩阵，

矩阵内某些元素是非零的，且这些元素的值服从高斯分布。坐标搜索具有使 kx 沿

着坐标轴方向搜索的功能， 越大，搜索力度越大。在状态转移算法中，利用该

算子在某一维度进行搜索，增强单维搜索能力。 

在使用过程中，状态转移算子运用采样的概念，在决策空间进行采样来避免

穷举造成的时间浪费。在单目标优化问题的求解中，它是一个基于个体的搜索算

法，仅仅利用一个当前最优解，在状态转移算子的寻优空间采样 SE 次，产生 SE

个候选解。 

3.2 状态转移算子对算法性能影响的评估 

求解单目标优化问题时，希望产生的当前最优解序列收敛至最优解，且该最

优解是唯一的。然而，求解多目标优化问题得到是一组权衡解集，对于一个候选

解来说，并没有明确的收敛方向。因此，多目标优化的这些特性对智能搜索算子

的全局搜索能力要求更高。为此，本节通过借助多目标算法性能评价指标，对状

态转移算子的搜索性能进行分析，对状态转移算子单独使用和组合使用对多目标

优化算法收敛性影响进行探究，为后续研究提供基础和经验。 

本节主要阐述了状态转移算子对多目标优化算法收敛性作用的评估流程进

行说明。在实验设计中，保证对比实验的单一变量原则，算法的初始候选解集和

候选解的选择策略一致，以几种典型的标准测试函数为例，利用不同的状态转移

算子产生候选解集，对候选解进行选择和更新后，解集相对于理想参考解集的性

能评价指标，通过迭代过程中的性能指标的变化情况来反映状态转移算子的搜索

能力对算法分布性和收敛性的影响情况。在本章及以后，用 作为状态转移算子

参数统一的表示。 
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开始
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计算  的GD指标值
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0P
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图 3-1 状态转移算子对算法性能影响的评估流程图 

由第二章的中 2.4 节对多目标性能指标的分析可以得知，在多目标优化问题

中，GD 指标可以反映多目标种群的收敛性；在本章实验中，由于选择策略是相

同的，不同状态转移算子产生候选解下，GD 指标的变化仅仅与搜索方式有关。

基于此，借助该指标，反映状态转移算子其搜索性能对于多目标优化算法的收敛

性影响。更具体的，将搜索算子对算法收敛性影响作用的评估流程图如图 3-1 所

示，将其表述如下： 

首先，进行初始化，设置相关算法参数，最大迭代次数Maxgen及种群大小

N ，将迭代次数 gen初始值设置为 1，对变量C 进行初始化，C 用于储存迭代过

程中的 GD 指标。接下来进行算法的迭代进化阶段，通过从候选解集中随机选择

1 个候选解作为初始解，对这个解进行状态转移变换，产生新的子代种群。子代

种群与父代种群合并为一个新种群，利用 Pareto 占优的概念选择出N 个占优等

级较高的解作为当前迭代过程的最优解集 1gen
P ，利用参考解集 *

P ，计算出 1gen
P

对应的 GD 指标并存储在变量C 中。重复上述过程直到迭代次数达到最大迭代次

数Maxgen。本实验中， 500Maxgen  ， 200N  。 

在此对该算法基于 Pareto 占优概念从合并的子代种群和父代种群中选择出

N 个解作为当前迭代过程的最优解集 1gen
P 的流程进行进一步的解释。该选择策

略基于非支配排序策略，根据 Pareto 占优概念，候选解之间进行相互比较，根据

候选解之间的占优情况，将候选解划分为不同的前沿等级的解。选择前沿等级较

前的解，若某一前沿的解及比其前沿等级高的解的总数量大于 N ，则从该前沿等

级中随机选择一定数量的解。 
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3.3 搜索算子单一使用下的搜索性能分析 

本小节对状态变换算子单一使用时，其搜索性能对多目标优化算法的收敛性

的影响；本实验中，算法的初始解集保持不变，算法独立运行 30 次，取 30 次运

行中每一代的 GD 性能评估指标的平均值作为最终的实验结果。 

3.3.1 算子搜索性能整体分析 

本小节通过利用 ZDT1（两目标），KUR（两目标），DTLZ1（三目标），F4

（三目标）这四个标准测试函数，利用不同的状态转移算子产生候选解集，对搜

索算子对算法收敛性和分布性影响进行分析。其中，ZDT1 是一个凸函数；KUR

是分段不连续的函数；DTLZ1 包含众多的局部 Pareto 前沿面；F4 的前沿为不规

则形状；这四个测试函数的 Pareto 前沿特性包含了大多数测试函数的 Pareto 前

沿特性，可以通过使用这四个测试函数，较为充分地反映状态转移算子搜索性能

对多目标算法的收敛性影响。在实验设计中，四个状态转移算子的参数一致，迭

代终止条件一致，迭代 500 次后算法终止。 

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 函数 (d) F4 测试函数 

图 3-2 算子独立搜索下 GD 平均指标平均值迭代图 
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图 3-2 表示使用单个状态转移算子进行搜索求解四个不同测试问题的平均

GD 性能指标迭代曲线。由于给出的初始解集相同，因而对于每一个测试函数，

四种状态转移算子的平均 GD 性能指标迭代曲线都从同一点出发。 

在 ZDT1 测试问题上，从平均 GD 指标迭代图可以看出伸缩算子的 GD 指标

可以较快下降至较低的位置。说明在搜索过程中，在同样的参数设定下，使用伸

缩算子搜索，对算子的收敛性帮助较大。使用平移变换算子进行搜索时，在前期，

指标值较快下降，为后期下降较为缓慢，其 GD 在迭代终止时的指标值是四个算

子当中最大的。旋转变换算子和坐标变换算子迭代终止时 GD 指标值基本上一

致，但是整体说来，旋转变换算子的指标值的下降速率均快于坐标变换算子。 

在 KUR 测试问题上，GD 指标指标值先下降后趋于稳定，其中平移算子的

指标值与其他状态转移算子相比，存在略微的波动。产生这种现象的一个原因是

平移算子的变换需要两个初始解，相比于其他算子，受初始解的影响更大，且其

迭代终止的最后值是四个状态转移算子之中最大的。在求解 KUR 测试问题中，

前期 GD 指标的下降率，四个算子之间的差别不明显，在后期，平均 GD 指标稳

定从高较低依次是平移算子，旋转算子，坐标算子和伸缩算子，说明在同样的参

数下，伸缩算子的搜索性能更好。 

在 DTLZ1 测试问题上，GD 指标由高到低的顺序依次是：平移变换，伸缩

变换，旋转变换和坐标变换。坐标变换的 GD 指标值最低，其他算子得到的 GD

指标值与坐标变换指标值有很大的差距。此外，平移变化的 GD 迭代曲线一直处

于波动之中。伸缩变换的 GD 迭代前期就基本稳定，说明此时已经陷入了局部前

沿面中，而旋转变换和坐标变换保持一定的下降趋势，说明增大迭代次数，该问

题有可能获得更好的效果。 

在求解 F4 测试函数中，在迭代初期，按指标的下降速率看，最快的是伸缩

变换算子，然后是坐标变换算子和旋转变换算子，最后是平移变换算子。从算法

的终止最终的性能指标指标上看，有小到大依次是旋转变换算子，坐标变换算子，

伸缩变换算子和平移变换算子。在求解 F4 优化问题中，平移变换算子的指标和

其他变换算子的差距较大，下降速率最低，且最终的指标最大。伸缩变换算子虽

然前期下降速率较快，但是其在迭代过程中过早的稳定，算法终止时的指标值也

大；坐标变换算子和旋转变换算子，则一直处于下降趋势；迭代终止时，GD 指

标值优于平移变换算子和伸缩变换算子。 

本小节通过使用 ZDT1，KUR，DTLZ1，F4 这四个测试函数，借助 GD 指

标，对不同状态变换算子单独使用，产生候选解时，对算法收敛性的影响进行研

究。其实验结果表明，当算法选择策略一定的情况下，仅仅使用平移变换算子产

生候选解，相比于使用其他算子产生候选解，算法的收敛性更差。使用伸缩变换
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算子，算法的收敛速度会增加但较为容易过早的陷入某一局部而算法最终的收敛

性较差。旋转变换算子和坐标变换算子相比于上述两种算子，其收敛速度加快且

其对于复杂的多目标优化测试问题上可以一直保持下降的趋势。综上所述，在设

计算法中，综合考虑收敛性和收敛速度应使用使用旋转变换算子和伸缩变换算子，

考虑收敛速度可以使用伸缩变换算子，平移变换算子相比于其他算子，不适合单

独使用产生候选解。 

3.3.2 算子参数对搜索性能影响分析  

本小节通过改变状态算子的参数，分析了参数对于算法收敛性的影响。状态

转移算子参数 分别取值 0.5，0.7，0.9。 

1) 坐标变换算子参数分析 

图 3-3 显示了坐标变换算子在不同参数下求解四种测试问题的 GD 指标平均

迭代曲线。在求解 ZDT1 测试函数中，随着 增加，在迭代终止时，GD 指标越

来越小，说明在坐标变换算子中，参数越大，算法整体的收敛性越好；值得注意

的是，在迭代最初期，参数不同对算法的收敛性影响很小，随着迭代的进行，在

   

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-3 坐标变换算子参数对 GD 指标影响作用分析图 
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迭代后期出现了明显的区别，参数越大，GD 指标越小，说明算法收敛性和分布

性越好。将 为 0.5 和 为 0.7 的曲线进行对比时发现，GD 指标在迭代过程中都

有了明显的下降，而将 为 0.7 和 为 0.9 的曲线进行对比时发现，指标下降的

程度不如 为 0.5 和 为 0.7 的情形，说明当参数取得一定值后，通过增大参数

来增强算法的收敛性的作用是比较有限的。  

在求解 KUR 测试函数时，通过改变坐标变换算子的参数，由 GD 指标平均

值的迭代图可以看出，当参数变化时，GD 指标迭代曲线几乎没有什么巨大的变

化；当参数变大时，GD 指标平均值前期的下降率会有所增加，而后期，改变参

数对其的影响并不是很大；因此，想通过增大参数来提高算法收敛性是不理想的。 

在求解 DTLZ1 测试问题时，当参数 逐渐变大时，平均 GD 指标在迭代过

程中下降速率几乎没有什么变化，对于求解 F4 函数也是如此；而最终的终止至

值有略微的差异。 

2) 伸缩变换算子参数分析 

图 3-4 显示了伸缩变换算子在不同参数下求解四种测试问题的 GD 指标平均

迭代曲线。当参数变化时，伸缩变换算子在 ZDT1 函数上，其性能指标几乎重叠，

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-4 伸缩变换算子参数对 GD 指标影响作用分析图 
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没有什么变化，然而这并不能说明伸缩变换算子其搜索性能不受参数的影响，而

是由于使用该算子比较有利于 ZDT1 问题的求解。求解 KUR 测试函数问题时，

算子参数改变，GD 指标的迭代曲线没有显著的变化。整体说来，算子参数的改

变对于求解 KUR 问题，没有显著影响。求解 DTLZ1 测试函数问题时，算子参数

改变，GD 指标的迭代曲线没有显著的变化。随着算子参数的增大，其算法终止

的 GD 指标值有略微的下降。当其参数发生变化求解测试函数 F4 时，随着参数

的增大，在迭代前期，GD 指标的收敛率有着略微的提升。随着继续迭代， 为

0.9 时，算法终止时其 GD 指标最大。参数的改变对于迭代终值的指标值相比于

在其他测试函数的情况，有较大的影响，参数越大，算法终止时的 GD 指标参数

越小。 

3) 平移变换算子参数分析 

图 3-5 显示了平移变换算子在不同参数下求解四种测试问题的 GD 指标平均

迭代曲线。在求解 ZDT1 测试函数时，在迭代过程中，虽然不同参数下的平均 GD

指标差异不大，但是当 为 0.9 时的迭代曲线还是略高于 为 0.5 及 0.7 的迭代曲

线。因此在算法初期，平移变换算子参数较小时，更加有利于候选解集朝着 Pareto

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-5 平移变换算子参数对 GD 指标影响作用分析图 
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最优解集的方向进化。在迭代后期，指标出现了明显的区别，参数越大，其 GD

指标越小，说明算法收敛性越好。在参数 为 0.5 和 0.7 的曲线进行对比时发现，

GD 指标在迭代过程中都有了明显的下降，而将 为 0.7 和 为 0.9 的曲线进行对

比时发现，指标下降也有了相当程度的下降。说明在一定程度上，通过增大参数

来增强算法的收敛性是较为有效的。在求解 KUR 测试问题时，对于 GD 指标，

在迭代最初期，参数变化对 GD 指标的影响不大。 为 0.5，0.7 和 0.9 时，指标

迭代曲线几乎重合。在后期，参数 为 0.5 的 GD 指标值最大， 为 0.7 的 GD 指

标值最小，参数 为 0.9 的处于三者中间。说明在求解 KUR 测试函数时，可以

调节平移变换算子的参数 来明显改善算法的收敛性效果。 

在求解 DTLZ1 测试问题时，随着参数 由小变大，GD 指标的下降率变快，

在算法终止时的 GD 值中， 为 0.9 的最小， 为 0.7 的最大。当参数增大时，可

以明显看到 GD 指标下降的趋势，参数由 0.5 和 0.7 对比与由 0.7 与 0.9 对比时，

GD 指标下降程度都十分明显，说明增大参数平移算子参数对于算法收敛性的提

高是有效的。 

同样的，在求解 F4 函数时，当参数越大时，GD 指标的下降率变大，且算法

终止时的 GD 指标数值也逐渐变小，相比于上述其他算子，平移算子参数的改变

对算法收敛性的影响较大；增大平移算子的参数有利于算法收敛性的提高。 

4) 旋转变换算子参数分析 

图 3-6 显示了旋转变换算子在不同参数下求解四种测试问题的 GD 指标平均

迭代曲线。与平移变换算子一致，在求解 ZDT1 测试问题中，在 GD 指标迭代图

中，随着 增加，在迭代终止时，平均 GD 指标的变化不大。说明在使用旋转变

换算子中，参数越大，对于算法整体收敛性的影响不大。然而，值得注意的是，

虽然最终的指标差距不大，但是随着 的增加，在迭代前期，GD 性能指标变化

速率是变大的，后期逐渐变慢并稳定。 

求解 KUR 测试问题时，参数变化对算法求解的收敛性都有较大的影响。从

GD 指标平均值的迭代曲线看，随着参数的增加，迭代后期 GD 的稳定值也随着

下降。在迭代前期，三种参数的迭代曲线基本上重合，迭代下降速率的差别也不

大，在后期，GD 指标值出现了明显变化。参数越大，对应的 GD 指标值越小，

 为 0.7 与 为 0.5 的迭代终止时最终 GD 指标值的改善程度大于 为 0.9 与 为

0.7 的情况，说明增大旋转变换算子的参数虽然有利于算法收敛性和稳定性的提

高，但也不是越大越好，参数到达某一数值后，再通过增大参数来增强算法性能，

算法的性能也不会获得更大的提升。 

在求解 DTLZ1 问题中，从 GD 指标平均值的迭代曲线上看，随着参数的增

大，GD 指标的下降速率和迭代终止时的 GD 值都在减少，且 GD 指标的存在略
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微的下降。增大算子参数在算法迭代前期有利于算法提升收敛速度。 

在求解 F4 测试函数时也可以看出，当参数增大时，GD 指标下降的收敛率

增大，指标下降较快，而当迭代终止时，GD 指标没有基本变化。从 F4 函数看

出，增大旋转变换算子的参数是对于提高算法的收敛速率是有利的。 

本小节通过利用 ZDT1，KUR，DTLZ1，F4 四种不同的函数对四种状态转移

算子的对多目标算法收敛性的影响进行了分析。当算法的选择策略一致时，使用

伸缩变换算子产生候选解，可以加快算法的收敛速率，而单独使用平移变换算子，

算法的收敛性和收敛速度都是四个算子中最差的。从四个算子单独使用求解 4 个

测试问题上，旋转变换算子和伸缩变换算子不仅仅对算法收敛性帮助较大，同时

也对收敛速度有着积极的作用，其作用受优化问题的影响较小。在算法设计中，

应该合理使用这两种算子。同时，本小节也分析了参数对算法收敛性和收敛速率

的影响。对于平移算子，增加其参数对于收敛速率和收敛性有着较大的作用。而

对于旋转变换算子，增加其参数仅仅增加了算法的收敛速率，对于算法收敛到最

优前沿的帮助不大，对于伸缩变换算子和坐标变换算子而言，参数的改变对其的

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-6 旋转变换算子参数对 GD 指标影响作用分析图 
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影响作用不明显。 

3.4 算子组合使用下的性能分析 

上述小节利用四个测试函数进行测试，使用不同状态转移算子搜索，对算法

收敛性影响进行了分析，本节主要对算子综合使用的性能进行分析，即分析使用

多种状态转移算子共同产生新种群对算法收敛性的影响。本节主要对两种状态转

移算子组合使用对算法性能影响进行分析和研究。设种群大小为 N ，本小节通过

平移变换算子产生 / 2N 个候选解，其他状态转移算子 / 2N 个候选解，两种状态

转移算子共同使用，产生 N 个候选解，形成新的种群。 

3.4.1 平移变换算子与其他算子组合使用的性能分析 

本小节通过比较平移变换算子与其他变换算子组合与仅使用平移变换算子

产生候选解，这些不同产生候选解集的方式之间相互比较，探索不同搜索算子组

合方式对算法收敛性和分布性的影响，实验结果图如图 3-7 所示。 

在求解 ZDT1 问题上，从 GD 指标影响作用分析图上看，平移变换算子与其

他变换算子组合使用，其 GD 指标都有较大的改善。其中平移变换算子-伸缩变

换算子组合使用，GD 指标随着迭代次数下降较快且最终的 GD 指标值较小。平

移变换算子-坐标变换算子组合使用与平移变换算子-旋转变换算子组合使用与

单独使用平移变换算子相比，GD 指标变好程度相当，且这两种组合的 GD 指标

迭代曲线变化一致。综上所述，在算法收敛性方面，其他状态转移变换算子与平

移变换算子综合使用，相比于单独使用平移变换算子，可以有效地提高算法的收

敛性。 

在求解 ZDT1 问题上，从 GD 指标影响作用分析图上看，平移变换算子与其

他变换算子组合使用，其 GD 指标都有较大的改善。其中平移变换算子-伸缩变

换算子组合使用，GD 指标随着迭代次数下降较快且最终的 GD 指标值较小。平

移变换算子-坐标变换算子组合使用与平移变换算子-旋转变换算子组合使用与

单独使用平移变换算子相比，GD 指标变好程度相当，且这两种组合的 GD 指标

迭代曲线变化一致。综上所述，在算法收敛性方面，其他状态转移变换算子与平

移变换算子综合使用，相比于单独使用平移变换算子，可以有效地提高算法的收

敛性。 

在求解 KUR 问题上，在 GD 指标迭代图中，算子的使用方式对 GD 指标的

影响十分明显，平移变换算子与其他算子组合使用与平移变换算子单独使用，GD

指标大大减小，可以大大增强算法的收敛性。其中按照迭代终止 GD 指标值来看，

提升效果明显程度由大到小，依次是：平移变换-伸缩变换，平移变换-坐标变换，

平移变换-旋转变换。同样的，在迭代前期，GD 指标下降率从大到小也是该顺序。
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通过使用平移变换和其他变换算子组合使用与单独使用对比发现，算法的收敛性

和收敛速率因算子组合而增强，算法获得解集的分布性会因算子组合而减弱。  

在求解 DTLZ1 测试问题时，发现平移变换算子和其他算子一起使用时，在

迭代过程中，GD 指标都有所下降。其中平移变换-坐标变换的下降趋势最为明显。

从 GD 指标的下降速率上进行分析，其中平移变换-旋转变换在迭代前期下降速

率与仅使用平移变换算子相比，差距不大。但是在迭代后期，平移变换-旋转变换

一直保持着下降的趋势。平移变换-伸缩变换和平移变换-坐标变换相比于仅使用

平移变换，其下降速率有着较大的提升。其中平移变换-伸缩变换的下降率提升

最大。随着迭代的进行，平移变换-伸缩变换下降速率逐渐减小，平移变换-坐标

变换一直保持下降，且其算法终止时的 GD 指标是四种方式中最小的。 

在求解 F4 测试函数中，平移变换算子和其他变换算子组合使用时，对算法

的收敛性和收敛速率有着较大的提升。其中，平移变换-伸缩变换下降较快，之后

是平移变换-坐标变换和旋转变换-伸缩变换。在迭代终止时，三种组合方式下的

GD 指标值相差不大。其中，平移变换-旋转变换这种组合方式下的 GD 指标最

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-7 平移变换算子与其他算子组合使用对 GD 指标影响作用分析图 
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小，且在整个迭代过程中一直保持着下降，平移变换-伸缩变换虽然在迭代前期

下降较快，但是后期下降较慢，直至几乎稳定。 

本小节通过比较单独使用平移变换算子搜索候选解，产生候选解集与其他状

态转移算子共同产生候选解集求解 4 个标准测试函数，独立运行 30 次，观察 GD

指标的平均值的迭代曲线发现，平移变换算子和其他状态转移算子组合使用对算

法的收敛性和收敛速度具有大大提升的作用。 

3.4.2 坐标变换算子与其他算子组合使用的性能分析 

本小节通过比较坐标变换算子与其他变换算子组合与仅使用坐标变换算子

产生候选解，这些不同产生候选解集的方式之间相互比较，探索针对坐标变换算

子的合理算子组合方式及其对算法性能的影响，实验结果如图 3-8 所示。 

在使用坐标变换算子与其他算子组合求解 ZDT1 测试函数时，从 GD 指标的

迭代图上可以发现，与单独使用坐标变换算子相比，与其他算子的组合在 GD 指

标上都有提升。具体说来，从 GD 指标的下降率来看，从慢到快依次是：单独使

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-8 坐标变换算子与其他算子组合使用对 GD 指标影响作用分析图 
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用坐标变换算子，坐标变换-平移变换，坐标变换-旋转变换，坐标变换-伸缩变换，

同样的，观察最终得到的 GD 指标的平均值发现，从大到小也是这个顺序。值得

说明的是，坐标变换-平移变换，坐标变换-旋转变换在整个迭代过程之间的差距

不大。综合说来，相比之下，综合使用状态转移算子可以一定程度上提高算法的

收敛性。 

在求解 KUR 问题，从 GD 指标迭代过程图可知，在迭代初期，四种产生候

选解的方式 GD 指标迭代曲线重合度较高。迭代终止时的 GD 指标差距不大，其

中，坐标变换-伸缩变换下降最快，最终的 GD 指标值最小；坐标变换-平移变换

相对而言，其值最大。从整体上面看，坐标变换和其他变换算子组合相对于坐标

变换单独使用，性能指标还是可以提高的。 

在求解 DTLZ1 问题上，坐标变换算子和其他算子组合使用时，在迭代前期，

GD 指标的下降率没有明显的变化。在后期，坐标变换-伸缩变换与单独使用坐标

变换算子相比，算法收敛性的性能指标变大。说明这两种算子组合使用对于求解

DTLZ1 问题不利。整体来看，坐标变换算子与其他变换算子组合使用时，在

DTLZ1 问题上的求解，帮助不大，性能提升有限。 

在求解 F4 测试函数中，坐标变换-旋转变换，坐标变换-伸缩变换对于算法

的收敛性有着较大的提升，且在迭代前期，GD 指标的下降速率较快。坐标变换

-平移变换组合使用时，在迭代后期，GD 指标略微大于单独使用坐标变换算子；

同时坐标变换-平移变换相比于其他组合方式，迭代曲线的不够光滑，这是由于

平移变换算子变换需要两个初始解，其影响较大。整体说来，在 F4 测试函数的

求解上，状态变换算子之间组合使用，对性能还是有提升贡献的。 

3.4.3 旋转变换算子与其他算子组合使用的性能分析 

本小节通过比较旋转变换算子与其他变换算子组合与仅使用旋转变换算子

产生候选解，这些不同产生候选解集的方式之间相互比较，探索针对旋转变换算

子的合理算子组合方式及其对算法性能的影响。实验结果图如 3-9 所示。 

在求解 ZDT1 问题时，从 GD 指标的迭代图可以看出，旋转变换-伸缩变换

的组合大大加强了算法的收敛性，GD 指标快速下降并稳定。旋转变换-坐标变换

和旋转变换-平移变换的组合对收敛性有轻微的帮助。从最终的下降值看，旋转

变换-坐标变换的贡献大于旋转变换-平移变换的组合。整体上说，旋转算子和伸

缩算子的结合。可以最大程度的提高算法的收敛性和其所获解集的分布性。 

在 KUR 问题求解中：从 GD 指标的迭代图看，旋转变换-平移变换和仅仅使

用旋转变换的迭代曲线图基本重合。在迭代后期，略微下降，说明有一定的改善

效果。而旋转变换-坐标变换，旋转变换-伸缩变换的结合使用使得的 GD 指标有

了较大程度的下降。因此，旋转变换算子与伸缩变换和坐标变换搜索结合，有利
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于算法收敛性和所获解集分布性性能的提高。 

在 DTLZ1 问题求解中：从 GD 指标的迭代图看，旋转变换-平移变换和仅仅

使用旋转变换的迭代曲线图基本重合；而旋转变换-伸缩变换的结合使用相比于

单独使用旋转变换，GD 指标的反而增加，说明这两个算子组合使用会削弱算法

性能。旋转变换-坐标变换这两种进行组合，在迭代前期，GD 指标的下降率变化

不大，但是一直保持着下降的趋势，且最终算法终止时，旋转变换-坐标变换的

GD 值是最小的。说明旋转变换-坐标变换的组合对于求解 DTLZ1 有着较大的帮

助。 

在求解 F4 测试函数中，旋转变换算子和其他变换算子共同使用时，相对而

言算法的收敛性还是有一定的提高。在迭代前期，算子组合使用，GD 指标的下

降加快，算法的收敛速率加快，然而随着迭代的进行，旋转变换-平移变换的组合

下降逐渐变慢，且在算法终止时，其 GD 指标高于单独使用旋转变换算子。对于

旋转变换-坐标变换和旋转变换-伸缩变换这两种组合方式来说，其在前期迭代速

率加快，后期变慢，在算法终止时，四种产生候选解的方式其 GD 指标几乎相同。

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-9 旋转变换算子与其他算子组合使用对 GD 指标影响作用分析图 
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整体来说，旋转变换算子和其他算子组合使用对算法收敛速率还是有提升作用的。 

3.4.4 伸缩变换算子与其他算子组合使用的性能分析 

本小节通过比较伸缩变换算子与其他变换算子组合与仅使用伸缩变换算子

产生候选解，这些不同产生候选解集的方式之间相互比较，探索针对坐标变换算

子的合理算子组合方式及其对算法性能的影响，其实验结果如图 3-10 所示。 

在利用伸缩变换算子与其他算子组合产生候选解集时，求解 ZDT1 测试问题

时发现，伸缩算子与其他算子的组合会削弱算法的收敛性和分布性。在 GD 指标

迭代图中，发现伸缩变换-旋转变换，伸缩变换-坐标变换在收敛速率上有所减慢，

而伸缩变换-平移变换在下降速率上与单独使用伸缩变换差异不大，而从迭代终

止时的 GD 指标上看，最小的是单独使用伸缩变换算子产生候选解得到的。因此，

整体说来，伸缩变换算子更适合于独立产生候选解集。 

  

(a) ZDT1 测试函数 (b) KUR 测试函数 

  

(c) DTLZ1 测试函数 (d) F4 测试函数 

图 3-10 伸缩变换算子与其他算子组合使用对 GD 指标影响作用分析图 

在求解 KUR 测试问题时，伸缩算子与其他算子结合使用的效果不理想。

在 GD 指标的迭代图中看到，使用状态转移算子之间与伸缩变换组合会削弱

收敛性，从迭代后期的 GD 指标上看，最理想的还是单独使用伸缩算子产生
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候选解的情况。因此，伸缩算子适合单独使用产生候选解。 

在求解 DTLZ1 测试函数时，使用伸缩算子-坐标算子组合时，算法的收

敛性相比于单独使用伸缩算子或伸缩算子和其他变换算子组合使用时，有了

较大的提升。算法终止时，GD 指标值是四个中最小的。对于伸缩变换-旋转

变换，伸缩变换-平移变换这两种组合方式时，算法迭代终止时的 GD 指标也

有一定的下降，且这两个方式对于算法的收敛性作用相当，这两种组合方式

的 GD 迭代曲线基本重合。从 GD 指标迭代曲线可知，在求解 DTLZ1 问题

时，采用伸缩算子-坐标算子更好。 

在求解 F4 函数时，可以看出伸缩变换算子在于其他算子组合使用产生

候选解集时，对算法的收敛性有较大的帮助；在四种产生候选解方式时，单

独使用伸缩变换算子的 GD 指标值是最大的，其次是伸缩变换-平移变换这种

方式；伸缩变换-旋转变换和伸缩变换-坐标变换的迭代曲线基本重合；值得

说明的是，四种组合方式下，GD 指标下降率最大的是伸缩算子-坐标算子；

因此，该种组合是较为具有潜力的产生候选解方式。 

3.5 本章小结 

在多目标优化算法的设计中，候选解的分布越广泛，对于算法的收敛性和分

布性越有帮助。产生较优的候选解是后续选择的前提，也是算法最终获得在

Pareto 前沿均匀分布候选集解的基础。因此，本章针对状态转移算子的搜索能力

设计了实验，对搜索算子对算法收敛性能的影响进行评估，为后续算法的设计提

供一定的经验和指导。通过实验结果表明，对于不同的状态转移算子参数而言，

增大平移变换算子的参数可以增加算法的收敛性和收敛速度。而对于旋转变换算

子而言，增大参数对算法的收敛速度有所帮助，而对算法收敛性没有显著影响。

平移状态变换算子不适合单独使用其产生候选解，该算子和其他状态变换算子组

合，可以增强算法的收敛性。利用伸缩变换算子进行搜索，对于求解某些简单问

题十分有效，但是面对复杂问题，可能效果不是十分理想；旋转变换和坐标变换

相比较而言是最有潜力的搜索算子，无论是与其他状态转移算子组合使用还是单

独使用，算法的收敛性都较为可观。                                                               
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4 基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法 

状态转移算法目前集中于单目标优化领域及实际工程问题，在多目标优化领

域的研究还较少。本章以第三章对于状态转移算子的分析为基础，基于 Pareto 占

优框架，设计出了一种基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法（MOSTA/P）。为

了减少候选解比较的时间复杂度，在比较过程中，提出了基于计算资源动态分配

的非支配排序策略。本章详细阐述基于 Pareto 占优框架的多目标状态转移算法

的算法流程和设计思想，通过利用标准测试函数及相应的性能指标对本章提出的

算法进行测试，并和其他经典算法进行对比，表明本章提出的算法可以快速有效

地求解多目标优化问题，本算法得到的最优解集，具有良好的收敛性和分布性。 

4.1 基于计算资源动态分配的高效非支配排序策略 

基于 Pareto 占优框架的多目标优化算法中，一个重要的研究内容就是研究如

何在候选解比较过程中，减少时间复杂度，快速得到候选解的 Pareto 占优等级及

非占优解。在此方面，Zhang 等提出一种高效非支配排序策略（ENS）[42]，该策

略的时间复杂度在最好情况下为 ( log )O MN N ，最差情况下为 2( )O MN ，空间复

杂度为 (1)O ，比 NSGAII 中提出的快速非支配排序策略的时间复杂度和空间复杂

度都有一定程度的减少。MOSTA/P 算法中，引进了 ENS 策略的同时，考虑了候

选解比较过程中计算资源分配的情况，引入了 MOEA/D-DRA 中计算资源动态分

配的思想[60]，提出基于计算资源动态分配的高效非支配排序策略(ENS-DRA)，进

一步减少了非支配排序过程中的比较次数。 

4.1.1 计算资源动态分配策略(DRA) 

所有的智能随机优化算法，无论是单目标优化算法还是多目标算法，都存在

一个共同的缺陷，且这个缺陷是智能随机优化算法设计思想本身决定的，是不可

避免的。那就是智能随机优化算法的候选解都是通过算子随机搜索产生的，不能

保证新产生的候选解就优于原来的候选解；在多目标优化算法中，这个缺陷的影

响尤为严重。因为多目标优化算法的目标是获得优化问题的非支配解集，在比较

过程中，就需要知道新产生的候选解和当前候选解集中所有候选解的支配关系，

如果产生的新候选解目标函数都比当前候选解集中解的目标函数大，则与其他候

选解比较与选择之后，并没有使候选解集朝向 Pareto 最优解集的方向进化，此时

就造成了计算资源的浪费。为了尽可能减少诸如上述情况的存在，在本小节提出

计算资源动态分配策略，在比较中尽可能的节约计算资源。 

假设 P 是父代解集，解集内的解 i
P 通过随机搜索算子产生了一个候选解 i

Q ，

新产生的候选解组成子代集合Q，对于每一个子代 i
Q 定义一个资源配置值 i ，



硕士学位论文                                       第 4 章 基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法 

37 

 

其计算方式如下： 

1

(0.95 0.05 )
0.0001

i i
i







  




 
if 0.001

otherwise

 
        (4-1) 

其中，
1 1 1

( ( ) ( )) / ( )
M M M

i j i j i j i

j j j

f f f
  

    P Q P 。 

i 利用新产生候选解 i
Q 的目标函数之和与初始解 i

P 目标函数之和之间的

关系，对候选解 i
Q 是否优于 i

P 进行初步判断， i 表示候选解目标函数之和的减

小率。当 0i  时，表明新产生的候选解 i
Q 至少存在一个目标函数比 i

P 小，即 i
Q

占优；当 0.001i  时， i 越大， i 越大，表明新产生的 i
Q 资源配置值越高。在

后续非支配排序过程中，选择资源配置值高的解，进行比较，即为资源配置值高

的解，分配计算资源，这样就减少了候选解的比较次数。在初始化阶段， i 的初

始值设置为 1。  

4.1.2 高效非支配排序策略(ENS) 

本小节主要介绍高效非支配排序策略。该策略通过深入分析候选解之间比较

的各种情况，充分考虑了非支配排序过程中，存在的候选解重复排序的情况。利

用比较过程中的信息，减少了候选解之间的比较次数。对于没有划分前沿等级的

候选解，仅仅和已经分配前沿的解，进行比较，大大地减少了比较次数，提高了

算法的执行效率。 

 

图 4-1 候选解比较情况示意图 

候选解之间相互比较时可能存在的情况用图 4-1 所示简要说明。图中红色的

点表示处于第一前沿等级的解，图中蓝色的点表示处于第二前沿等级的解，图中

黄色的点表示处于第三前沿等级的解。由图 4-1，可见候选解之间比较时，存在

如下几种情况：（1）候选解和候选解之间相互不占优，且处于同一前沿；如候选

解 A和候选解 B 所示；（2）候选解和候选解之间相互不占优，但是处于不同前沿，

如候选解 B 和候选解C 所示；（3）候选解和候选解之间存在占优关系，如候选解

A和候选解D所示。情况（2）中，虽然候选解 B 和候选解C 相互不占优，但是
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与候选解 B 处于同一前沿的候选解 A，对于候选解C 是占优的，候选解B 和候选

解C 处于不同前沿。由此可得结论，如果一个解和另一个解互不支配，但是存在

与另一个解处于同一前沿等级的解支配该解，则这两个解处于不同前沿，且无需

在与该候选解其他前沿比较。ENS 策略充分利用上述结论，候选解与已知前沿等

级的候选解进行比较，避免了重复与大量多次的比较。 

算法 4.1： F ENS ( , , )NP F  

1. 输入：候选解 ，前沿集合F ，种群大小 N  

2. 输出：前沿集合F  

3. sort( ( ))P F P 依次按照单个目标函数值大小从小到大对候选解集进行P 排序 

4. ( )N size P  

5. 1k   

6. for 1i   to N  do  

7.     size( )x F 记录已知前沿等级的个数    

8.     while true do 

9.         将
i

P 与处于前沿集合
k

F 的所有解进行比较 

10.         if 
k

F 中的解与
i

P 相互不占优 then 

11.            
i kF （

iP 处于第 k 前沿中） 

12.         else 

13.            k   

14.            if k x  then 

15.               1i x F （
k

F 处于第 1x 前沿中） 

16.               break 

17.            end if 

18.         end if 

19.       end while 

20.       if   
1

| |
k

i

i

N


 F then  

21.       break 

22.       end if 

23. end for 

24. return F  

ENS 策略中，最开始的一步也是较为关键的一步是按照单个目标函数从小

到大对候选解依次排序，使得排在后面的解至少有一个目标函数大于或等于排在

前面的解。因此，排在后面的解与排在前面的解只存在两种关系，（1）排在前面
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的解其目标函数都小于排在后面的解，即排在前面的解占优排在后面的解。（2）

排在前面的解其目标函数有的小于排在后面的解，排在前面的解其目标函数有的

大于排在后面的解，即排在前面的解与排在后面的解相互不占优。鉴于此，候选

解只用和排在前面的解进行比较，排序在后面的解只可能与排序在前面的解处于

同一前沿等级或者处于当前前沿等级的下一等级。这样就可以尽可能的减少比较

次数，就得知自身所处与的占优等级。当已知其处于前沿等级的候选解个数大于

所需要的个数的时候，算法终止；其算法流程如算法 4.1 所示。 

4.1.3 ENS-DRA 流程 

本小节主要对计算资源动态分配的高效非支配排序策略 (ENS-DRA) 的主

要流程进行阐述和分析；该策略首先通过计算候选解的资源配置值，将资源配置

值由大到小排列，选择出处于前 R 个的候选解，基于 Pareto 占优的概念，利用高

效非支配排序策略，得知每个候选解与其他候选解相比的占优情况和非占优情况，

为每个候选解分配非支配等级。 

 

图 4-2 ENS-DRA 流程 

算法 4.2： ENS-DRA ( , , , )R NP Q  

1. 输入：父代种群 P ，子代种群Q ，分配计算资源候选解个数R ，种群大小 N  

2. 输出：前沿集合F  

3. ( )N size P  

4. for 1i   to N  do   

5.     计算每个
i

Q 的资源分配值
i  

6. end for 

7. ( )isort  ，
i 由大到小进行排序    

8. 1 2{ , ,..., }Rr r r
Q Q Q Q 其中 1 2, ,..., Rr r r

Q Q Q 是
i 最大的R 个候选解 

9. { , }P P Q  

10. F ENS ( , , )NP F  

以图 4-2 为例，较为形象的说明 ENS-DRA 流程，首先计算种群Q的资源分
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配值，选择 R 个解组成候选解集Q，之后对Q和 P 内的所有解进行非支配排序，

获取每一个解的前沿等级值。在 ENS-DRA 流程中，节约比较次数和比较时间的

主要步骤在于两点。一是在算法 4.2 的第 8 行，通过计算资源分配值，选择了 R

个候选解和当前父代种群合并，而不是全部子代种群中的全部解都和父代种群合

并，减少了比较的候选解数量，二是算法 4.2 的第 10 行，通过 ENS 策略，候选

解仅仅和已经分配前沿等级的候选解进行比较，大大减少了比较次数，减少了时

间复杂度。 

 4.2 MOSTA/P 算法描述 

MOSTA/P 算法利用状态转移算子在决策空间内进行搜索，采用本章提出的

基于计算资源动态分配的高效非支配排序策略（ENS-DRA）对候选解进行前沿

等级划分，利用拥挤距离算子计算候选解的拥挤距离，根据候选解的前沿等级和

拥挤距离选择出比较优的解，作为下一代的父代种群，并迭代上述过程直至达到

算法终止条件。本小节对MOSTA/P的主要组成部分和流程进行详细阐述和说明。 

4.2.1 候选解产生方式 

本小节介绍在 MOSTA/P 算法中对候选解的产生方式进行说明。通过第三章

对于状态转移算子搜索性能的研究，采用平移变换算子和坐标变换算子使用产生

候选解集，候选解的产生方式可以用图 4-3 来说明，初始候选解集中的一个初始

解，通过状态转移变换算子的作用，在决策空间在中进行采样，生成多个候选解，

所有初始解的共同作用，最终生成候选解集。之后对候选解集进行修正，对于超

过决策变量范围的解，进行一定的修正，使其映射到边界上，或者随机产生新的

候选解，使得生成的候选解，完全在决策空间内。具体产生候选解的主要流程如

算法 4.3 所示。 

 

图 4-3 候选解产生方式 
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算法 4.3： P GeneratePopulation ( , , , )T  X  

11. 输入：初始解集 X ，采样个数T ，状态转移算子参数 ,   

12. 输出：候选解集 P  

13. if ()rand r  do 

14.      P axision ( , , )T X  

15. else 

16.      1 2{ , }X X X  将 X 划分成候选解集数量相同的两个候选解子集 

17.      1 P translation 1( , , )T X  

18.      2 P axision 2( , , )T X  

19.      1 2{ , }P P P  

20. end if 

21. P bound min max( , , )X XP  

22. return P  

 

算法 4.4： P bound min max( , , )X XP  

1. 输入：候选解集 P ，决策变量下界 minX ，决策变量上界 maxX  

2. 输出：修正后的候选解集P  

3. for 1i   to  do 

4.    for 1j   to M  do 

5.         if   min

i

jP X or max

i

jP X  do     

6.             if ()rand r do   

7.                将超过决策变量范围的值映射到边界上 

8.             else 

9.                随机产生一个解替换
i

P  

10.             end if 

11.        end if 

12.      end for 

13. end for 

14. return P  

对于在搜索过程中，使用状态转移算子在决策空间搜索候选解时，决策变量

的值可能超过优化问题对决策变量上下界的约束，此时就需要对候选解进行修正，

算法 4.3 的第 11 行就是对候选解进行修正。当其某一维度的值超过上下界约束

的时候，以一定概率将此维的值映射到上下边界上，或者放弃已经搜索到的候选

解，在决策空间内随机产生一个候选解替代超过上下界约束的候选解。采用这样
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的方式对候选解进行修正，首先是考虑到随机搜索的候选解一定要满足优化问题

的上下界约束条件。其次是通过随机在决策空间内替换不满足上下界约束的候选

解，增加了候选种群的多样性，避免了候选解集中的解在进化过程中过于相似，

候选解在边界上的解较多等问题，从而陷入局部最优 Pareto 解集中；通过大量实

验表明，当概率选择较为合理时，采用该种方式可以提高算法的的收敛性和分布

性。 

在候选解产生方式上，沿用了单目标状态转移算法中基于采样的思想，即一

个初始解，通过状态转移算子变换，在其搜索空间内采样一定个数的解；由一个

产生初始解产生多个候选解。因此，初始解集 X 的个数和采样个数T 的乘积要等

于候选解集P的个数 N 。即 ( )N size T X 。 r 是 0 到 1 的一个参数，取 0.5 比较

适宜。 

4.2.2 拥挤距离的多样性维护策略 

基于 Pareto 占优框架的算法需要设计一定的多样性维护策略来保证候选解

集在目标函数空间内的分布较为均匀。在 MOSTA/P 算法中是采用 NSGAII 提出

的拥挤距离的多样性维护策略来保证解集分布的均匀性。该策略的的主要流程如

算法 4.5 所示。 

算法 4.5： D Crowedistance ( )P                             

1. 输入：候选解集 P  

2. 输出：拥挤距离 D  

3. | |l  P  

4. for 1i   to N  do   

5.    ( ) 0i I  

6. end for 

7. for 1m  to M  do 

8.    sort( , )mP P  

9.    (1) ( )l D D  

10.     for 2i   to 1l   do 

11.       max min( ) ( ) ( ( 1) ( 1) ) / ( )m m m mi i i i f f     D D D D  

12.     end for 

13. end for 

14. return D  
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对于一个候选解，若其某个目标函数值是当前种群最大或者最小的值，则其

相对拥挤距离设定为最大值。对于其他解而言，拥挤距离等于解在各个目标函

数的方向上的前后两个目标函数差的绝对值并进行归一化。如果一个候选解与其

邻近解在某个目标函数上相距较大，就会对总距离的大小有很大程度的影响。因

此，在计算拥挤距离的时候，就需要对距离进行归一化。 

4.2.3 算法更新方式 

本小节主要对 MOSTA/P 算法的更新过程做出详细描述，算法更新过程综合

使用上述基于计算资源动态分配的高效非支配排序策略与拥挤距离多样性维护

策略，对候选解集进行更新，使得候选解集朝着 Pareto 最优解集进化。 

在此，需要对计算资源动态分配的高效非支配排序策略（ENS-DRA）与拥挤

距离多样性维护策略在选择候选解时的作用进一步说明。ENS-DRA 主要用于划

分候选解集的前沿等级，拥挤距离多样性维护策略主要对候选解的分布性进行评

估，若候选解处于较为密集的区域，其拥挤距离较小。相反地，若其处于较为稀

疏的区域，其拥挤距离较大。在此，进行如下规定，若候选解 1
x 与候选解 2

x 处

于同一前沿等级，则其根据拥挤距离判断候选解的优劣，拥挤距离大的解更优。

若候选解 1
x 与候选解 2

x 处于不同同的前沿等级，则处于前沿等级高的候选解更

优。基于上述规定，MOSTA/P 的更新方式如算法 4.6 所示： 

算法 4.6： P UpdatePopulation ( , , , )R NP Q                                  

1. 输入：父代解集P，子代解集Q ，分配计算资源候选解个数R ，种群大小 N  

2. 输出：已更新的解集 P  

3. F ENS-DRA ( , , , )R NP Q  

4. ( )t size F  

5. 
1 1{ ( ),..., ( )}tP P F P F 将前沿等级 1t  的解放入 newP  

6. D Crowedistance ( ( ))t
P F  

7. sort( )D （按照拥挤距离从大到小排序） 

8. 1 2 ( ){ ( ), ( ),..., ( )}t t t

temp r r N size PF F F P P P P  （储存拥挤距离较大的前 ( )newN size P

个解）   

9. { , }new tempP P P   

10. return P  

4.2.4 算法整体框架与流程 

本小节综合上面对 MOSTA/P 算法的主要组成部分，详细讲述 MOSTA/P 算

法的主要框架。首先，初始化候选解集，利用 ENS-DRA 策略为候选解集中的解

划分前沿等级。然后，根据前沿等级及拥挤距离比较候选解，选择较优的一部分
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解作为父代种群，利用平移变换和坐标变换产生新的候选解集，继续迭代，直至

算法迭代终止条件满足，算法输出获得的最优解集。在迭代过程中，平移变换和

坐标变换算子参数在迭代过程中一直处于动态变化中。这两算子分别以 Tfc ， Afc

的速率逐渐减少，到达参数值下界后，取参数上界并继续动态变化。算法整体流

程描述如算法 4.7 所示，流程图如图 4-4 所示。 

初始化候选解集及算
法参数

状态转移算子
参数调整

状态转移变换
生成新的候选解集

利用ENS-DRA及拥

挤距离更新候选解集

满足
终止条件

输出候选解集

Yes

No

开始

结束  

                         图 4-4 MOSTA/P 流程图 

算法 4.7：MOSTA/P 算法框架 

1. 种群大小 N ，状态转移算子参数 ,  ，采样个数T ，资源分配个数R  

状态转移算子参数上下界 , , ,max min min max     

2. 初始化候选解种群
1 2{ , ,... }NP x x x 计算其目标函数

1 2{ ( ), ( ),... ( )}NFP F x F x F x  

3. While 终止条件不满足 

4.     if  min   

5.        max   

6.     end if 

7.     if  min   

8.        max   

9.     end if 

10.     从 P 中随机选择一些解作为候选解产生的初始解集 X  

11.     P  GeneratePopulation ( , , , )T  X  
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12.     P UpdatePopulation ( , , , )R NP Q        

13.    / Tfc   

14.    / Afc   

15. end While 

16. return P  

4.3 对比实验结果及分析 

为了说明本章提出的算法可以有效地解决多目标优化问题，本小节通过和

MOEA/D-DE，NSGAIII 及 NSLS 三种算法在 10 个测试函数上进行对比，采用

IGD 指标和 HV 指标对算法的收敛性和分布性进行评估；其中 MOEA/D-DE，

NSGAIII 及 NSLS 算法的求解在 PlatEMO 算法平台上进行[79]。 

4.3.1 实验设置 

本章实验的对比三种算法在实验平台 PlatEMO 上进行[79]。PlatEMO 是由田

野等学者在 Matlab 环境下，开发的多目标优化算法综合实验平台；该平台包含

数十种多目标算法及百种多目标优化的测试问题，为多目标优化算法的对比实验

操作提供了便利和支持。在本章算法实验对比时，采用 NSLS[36]， MOEA/D-DE[74]，

NSGAIII[80]，这三种算法进行比较；其算法参数为 PlatEMO 实验平台的提供的默

认参数。 

在本次实验中，MOSTA/P 算法参数的设置如下：最大迭代次数 Maxgen=500

次，种群大小 N 为 200 个，采样个数T 为 10，资源分配个数 R=3N/4， 及 初

始值为 1， max 及 max 分别为 1 和 7， min 及 min 分别为 0.001 和 0.1， Tfc 及 Afc 分

别为 1.3 和 1.5。 

本章所使用的测试函数为 MOP1-MOP4 及具有复杂前沿的 F1-F6 标准测试

函数。不同算法在不同测试函数上，独立运行 30 次之后，利用已知的标准前沿，

对多目标算法的 IGD 指标和 HV 指标进行统计，来表征算法获得最优解集的分

布性和收敛性。统计结果包括最大值，最小值，平均值及标准差。其中，IGD 指

标可以同时对收敛性和分布性进行评估，其值越小，表示算法的收敛性和分布性

越好；HV 指标更加侧重于算法的分布性；算法获得前沿解分布越广泛，HV 值

越大，其算法的分布性越好。本论文中，HV 指标参考点取标准前沿的 1.2 倍。 

4.3.2 对比实验结果及分析 

本小节对四种算法在 10 种测试问题上得到的最优解集的前沿图及 IGD 指标

和 HV 指标的相关统计结果如图 4-5 至 4-14 所示；从前沿图与性能指标的统计

结果看，MOSTA/P 是可以有效解决多目标优化问题，尤其面对低尾问题，与其
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他算法想比，其收敛性和分布性的性能更优。 

 

图 4-5 四种算法求解 MOP1 测试函数的前沿图 

从 MOP1 的标准 Pareto 最优解来看，其决策变量的第一维为 0 或 1，决策变

量的其他维为 1sin(0.5 )jx x ；变量之间具有强烈的耦合，因此该问题是较难求

解的。从四种算法求解 MOP1 测试问题获得前沿图看，四种算法在都没有完整获

得 MOP1 测试问题的最优前沿；四种算法都找到了前沿的边界点 (1,0)和 (0,1)，

其中 MOSTA/P 算法得到的前沿解的分布最广泛；就 IGD 指标的平均值来说，

MOEA/D-DE 取得的平均值最优；而 IGD 指标的最大值看，MOSTA/P 最小，说

明 MOSTA/P 可以一定程度上获得最优前沿，观察 IGD 指标的标准差及最大最

小值来看，四种算法在求解 MOP1 问题都不稳定，这也是算法需要改进的地方；

从 HV 指标上看 MOSTA/P 算法的平均值最大，说明平均来看 MOSTA/P 获得的

最优解集的分布性最好。 

 

图 4-6 四种算法求解 MOP2 测试函数的前沿图 

 

图 4-7 四种算法求解 MOP3 测试函数的前沿图 

MOP2 测试问题的标准 Pareto 最优解与 MOP1 测试问题的最优解一致，因

此也是较难求解的。从四种算法获得了 MOP2 测试问题前沿图来看，MOSTA/P

可以找到测试问题的全部前沿解，而 MOEA/D-DE 算法找到了边界 Pareto 最优
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解，算法获得的其他解并未收敛至 Pareto 最优解集，其他两种算法仅仅找到了边

界 Pareto 最优解。从 IGD 指标和 HV 指标的平均值看，MOSTA/P 与其他算法相

比展现出了绝对的优势。但是相比之下，算法的稳定性还不足。 

在求解 MOP3 测试问题时，MOSTA/P 获得的 Pareto 最优解集覆盖了整个标

准前沿，其他算法获得的解都处于边界上或者并未收敛至 Pareto 最优解集中；从

IGD 和 HV 指标上看，MOSTA/P 无论是指标的最大值，平均值还是标准差，都

是最好的，说明算法在求解 MOP3 测试问题稳定且最优。 

 

图 4-8 四种算法求解 MOP4 测试函数的前沿图 

MOP4 测试问题的 Pareto 前沿是分 3 部分的，每部分目标函数的区间都较

小，Pareto 前沿较为狭长。从四种算法求解 MOP4 问题的前沿图上看，MOSTA/P

算法获得的最优解集覆盖了整个 Pareto 前沿解，MOEA/D-DE 找到了一小部分

解，大多数的解还未收敛到 Pareto 最优解集上。其他两个算法也仅仅找到了其中

一下部分。从 IGD 和 HV 指标上看，MOSTA/P 算法的 IGD 指标最小，HV 指标

最大，两个指标的标准差也小，说明 MOSTA/P 求解在 MOP4 问题较为稳定且是

四个算法中最优的。 

 

图 4-9 四种算法求解 F1 测试函数的前沿图 

F1 测试问题是一种低尾问题，其标准 Pareto 前沿解之间的目标函数差距较

小，Pareto 前沿整体变换较为平缓，且 Pareto 前沿的形状是非凸的；从四种算法

求解 F1 测试问题所获得的前沿看，MOSTA/P 和 NSLS 获得的最优解集分布较为

广泛，MOEA/D-DE 和 NSGAIII 获得的前沿解都没有完全覆盖最优前沿的尾部。

从 IGD 和 HV 指标上看，MOSTA/P 的 IGD 平均值最小，HV 平均值最大，算法

在求解 F1 问题时与其他算法相比，获得了较好的收敛性和分布性。 
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图 4-10 四种算法求解 F2 测试函数的前沿图 

F2 测试问题的 Pareto 前沿是分段不连续的，且是多模态的一个测试问题。

其前沿一共分为 5 段，且长度不等。从四个算法求解 F2 测试问题的前沿图来看，

MOSTA/P 和 MOEA/D-DE 获得了较优的前沿曲线。NGSAIII 在算法终止时，其

得到的解集并没有完全收敛到 Pareto 最优解上，NSLS 算法得到的最优解有一部

分在 Pareto 标准前沿解上，分布在标准前沿上的解较少。从指标的统计结果上看

上看，MOSTA/P 指标 IGD 指标和 HV 指标都是四个算法之中最优的。 

 

图 4-11 四种算法求解 F3 测试函数的前沿图 

同样的，F3 测试函数的 Pareto 前沿也是多模态分段不连续的，与 F1 测试函

数类似，从单个目标函数来看，其每一支 Pareto 前沿上的单个目标函数变化趋势

也较为平稳。从四种算法得到的 Pareto 前沿图上看，除 MOSTA/P 算法外，其他

函数获得的前沿与标准前沿相比，都有一定的损失。从指标上看，MOSTA/P 算

法的 IGD 指标最小，HV 指标最大，是四个算法中获得最优解集分布性和收敛性

最好的算法。 

 

图 4-12 四种算法求解 F4 测试函数的前沿图 

F4 测试函数是具有三个目标的非多模态测试问题，从四种算法求解该问题

获得的前沿图上看，MOSTA/P 和 NSGAIII 得到的解都分布在标准 Pareto 前沿
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上，NSLS 获得的解集并没有完全收敛至最优 Pareto 前沿解上，而 MOEA/D-DE

部分解与 Pareto 前沿解相差巨大。而通过指标来看，MOEA/D-DE 的 IGD 指标

最小，表明其收敛性和分布性较好，而从获得的前沿图说明收敛性并不好，这两

者是相互矛盾的；究其原因，是因为 IGD 指标的定义的局限性；由于 IGD 指标

的定义为距离标准前沿值的平均最小距离，导致远离 Pareto 前沿的解的距离并

未考虑进去，所以，MOEA/D-DE 虽然获得的前沿不是 Pareto 最优前沿，其 IGD

也较小的原因；对于 HV 指标，参考点设定为标准前沿解各个目标函数最大值的

1.2 倍，对于目标值大于参考点的，不进行计算，MOEA/D-DE 参与 HV 指标计

算的解较少，这也是其 HV 指标最小的原因之一。整体说来，在求解 F4 测试问

题上，NSLS 和 MOSTA/P 的都取得了不错的效果，这两种算法获得最优前沿的

收敛性和分布性都较好。 

 

图 4-13 四种算法求解 F5 测试函数的前沿图 

F5 测试函数是三目标优化问题，该问题的决策变量之间相互耦合，难以求

解。从四种算法求解该问题获的的前沿图来看，MOEA/D-DE 算法获得的最优解

集并未全部收敛至标准最优前沿上。MOSTA/P 有极个别点未收敛至 Pareto 前沿

上，NSGAIII 和 NSLS 在求解该问题获的的前沿较好；从 IGD 指标和 HV 指标

上看，最好的算法是 NSGAIII。 

 

图 4-14 四种算法求解 F6 测试函数的前沿图   

F6 测试函数是三目标的非多模态测试问题；从四种算法获得的最优前沿上

看，NSGAIII 获得的前沿完全分布在标准 Pareto 前沿上，MOSTA/P 算法有少量

解没有收敛至标准 Pareto 前沿上，MOEA/D-DE 获得解集收敛较差，NSLS 算法

得到了标准 Pareto 前沿的形状，但是没有收敛至最优前沿。从指标上看，平均来



硕士学位论文                                       第 4 章 基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法 

50 

 

说，MOSTA/P 的 IGD 指标较小，HV 指标较大，算法获得最优前沿的收敛性和

分布性较好。 

表 4-1 四种算法求解测试函数的 IGD 统计结果 

测试函数 算法 最大值 平均值 最小值 标准差 

MOP1 

MOSTA/P 0.3062 0.2648 0.2196 0.0227 

MOEA/D-DE 0.3523 0.2600 0.1291 0.0728 

NSGAIII 0.3540 0.3446 0.3357 0.0043 

NSLS 0.3591 0.2599 0.1774 0.0639 

MOP2 

MOSTA/P 0.0027 0.0023 0.0021 0.001 

MOEA/D-DE 0.3546 0.2503 0.1861 0.0521 

NSGAIII 0.3546 0.3546 0.3546 5.5511e-17 

NSLS 0.3546 0.3546 0.3546 5.6460e-17 

MOP3 

MOSTA/P 0.0030 0.0024 0.0023 0.0002 

MOEA/D-DE 0.5278 0.4569 0.2367 0.0511 

NSGAIII 0.5327 0.4795 0.4117 0.0309 

NSLS 0.4805 0.3809 0.2186 0.0684 

MOP4 

MOSTA/P 0.1530 0.1529 0.1528 2.7852e-5 

MOEA/D-DE 0.4035 0.2380 0.2021 0.0340 

NSGAIII 0.4217 0.4072 0.3802 0.0138 

NSLS 0.4197 0.4136 0.3924 0.0053 

F1 

MOSTA/P 0.0032 0.0028 0.0025 0.0002 

MOEA/D-DE 0.1327 0.0855 0.0473 0.0370 

NSGAIII 0.0507 0.0479 0.0292 0.0038 

NSLS 0.0034 0.0026 0.0022 3.2828e-4 

F2 

MOSTA/P 0.0777 0.0776 0.0075 0.0001 

MOEA/D-DE 0.6577 0.0983 0.0790 0.1056 

NSGAIII 0.5073 0.3632 0.2063 0.0865 

NSLS 0.2573 0.1452 0.1049 0.0371 

F3 

MOSTA/P 0.0253 0.0251 0.0249 0.0001 

MOEA/D-DE 0.0295 0.0292 0.0290 9.9140e-5 

NSGAIII 0.0322 0.0290 0.0279 9.7428e-4 

NSLS 0.0608 0.0373 0.0259 0.0091 

F4 

MOSTA/P 0.2402 0.1802 0.1547 0.0170 

MOEA/D-DE 0.1415 0.1372 0.1351 0.0017 

NSGAIII 0.1132 0.1097 0.1043 0.0018 

NSLS  0.2716 0.2197 0.1658 0.0297 

F5 

MOSTA/P 0.0362 0.0297 0.0238 0.0026 

MOEA/D-DE 0.0305 0.0301 0.0297 2.0795e-4 

NSGAIII 0.0209 0.0201 0.0192 3.5569e-4 
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NSLS 0.0256 0.0239 0.0217 9.3525e-4 

F6 

MOSTA/P 0.0331 0.0253 0.0180 0.0034 

MOEA/D-DE 0.4536 0.3706 0.2218 0.0466 

NSGAIII 0.0390 0.0332 0.0313 0.0013 

NSLS 0.3623 0.3053 0.1899 0.0414 

表 4-2 四种算法求解测试函数的 HV 统计结果 

测试函数 算法 最大值 平均值 最小值 标准差 

MOP1 

MOSTA/P 0.7845 0.7244 0.6503 0.0391 

MOEA/D-DE 0.9400 0.7022 0.5403 0.1330 

NSGAIII 0.5869 0.5657 0.5442 0.0098 

NSLS 0.7975 0.6766 0.5285 0.0931 

MOP2 

MOSTA/P 0.7708 0.7706 0.7699 1.6425e-4 

MOEA/D-DE 0.5681 0.4980 0.4400 0.0416 

NSGAIII 0.4400 0.4400 0.4400 2.7775e-16 

NSLS 0.4400 0.4400 0.4400 2.8230e-16 

MOP3 

MOSTA/P 0.6525 0.6523 0.6520 1.3214e-4 

MOEA/D-DE 0.3905 0.2494 0.2400 0.0315 

NSGAIII 0.2991 0.2420 0.2400 0.0108 

NSLS 0.3061 0.2510 0.2400 0.0251 

MOP4 

MOSTA/P 0.9569 0.9569 0.9567 4.8632e-5 

MOEA/D-DE 0.6526 0.6078 0.5740 0.0207 

NSGAIII 0.6082 0.5781 0.5575 0.0114 

NSLS 0.5717 0.5599 0.5491 0.0059 

F1 

MOSTA/P 1.3914 1.3912 1.3909 1.1832e-4 

MOEA/D-DE 1.3901 1.3897 1.3893 3.5046e-4 

NSGAIII 1.3908 1.3901 1.3899 1.8628e-4 

NSLS 1.3911 1.3906 1.3898 3.0957e-4 

F2 

MOSTA/P 1.1203 1.1202 1.1201 4.7343e-5 

MOEA/D-DE 1.1200 1.0906 0.2400 0.1607 

NSGAIII 0.8283 0.4556 0.2400 0.1647 

NSLS 1.0086 1.0226 0.9286 0.0470 

F3 

MOSTA/P 1.3588 1.3587 1.3586 3.9926e-5 

MOEA/D-DE 1.3578 1.3575 1.3573 1.3452e-4 

NSGAIII 1.3583 1.3578 1.3575 1.8546e-6 

NSLS 1.3579 1.3560 1.3496 0.0017 

F4 

MOSTA/P 86.1943 85.5546 83.7451 0.4832 

MOEA/D-DE 85.7035 85.3821 84.9053 0.1949 

NSGAIII 87.0399 87.0119 86.9814 0.0160 

NSLS  83.5883 82.4864 80.9858 0.7654 

F5 MOSTA/P 1.2612 1.2526 1.2408 0.0038 
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MOEA/D-DE 1.2545 1.2528 1.2508 7.9247e-4 

NSGAIII 1.2661 1.2633 1.2610 0.0011 

NSLS 1.2521 1.2481 1.2423 0.0023 

F6 

MOSTA/P 0.9949 0.9924 0.9896 0.0012 

MOEA/D-DE 0.6018 0.3541 0.0025 0.0752 

NSGAIII 0.9977 0.9976 0.9975 4.3259e-5 

NSLS 0.6752 0.4600 0.0032 0.0692 

4.4 本章小结 

本章提出一种基于 Pareto 占优框架的多目标状态转移算法（MOSTA/P）用

于求解具有箱型约束的多目标优化问题。在产生候选解集方面，该算法利用状态

转移算子产生候选解集。在候选解比较方面，该算法充分考虑了候选解在进行

Pareto 占优比较所耗费的计算资源和时间资源，提出一种基于计算资源动态分配

的高效非支配排序策略（ENS-DRA），候选解比较的次数和时间大大减小。同时，

MOSTA/P 利用拥挤距离的多样性维护策略，剔除处于密集区域的解，使得算法

获得的解集具有良好的分布性。利用 IGD 和 HV 这两种性能指标，和 MOEA/D-

DE，NSLS 和 NSGAIII 四种算法在 10 种测试问题上进行比较，实验结果表明本

章提出的 MOSTA/P 算法可以有效的解决多目标优化问题，该算法获得的候选解

集具有良好的收敛性和分布性。  
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5 基于分解的多目标状态转移算法 

基于 Pareto 占优框架的多目标优化算法是解决多目标优化问题的一种方式，

除此框架外，众多学者还提出基于分解框架的多目标优化算法，将多目标优化问

题转化成为多个等价的单目标优化子问题进行求解，每一个单目标优化子问题的

最优解都对应原问题的一个 Pareto 最优解，最终获得多目标优化问题的 Pareto 最

优解集。基于分解框架的多目标优化算法逐渐成为多目标智能优化算法领域热门

的一个研究方向。本章基于分解框架，提出基于分解的多目标状态转移算法。 

5.1 基于匹配度的修正切比雪夫聚合函数 

根据聚合函数的目标函数值，对候选解进行比较，是基于分解框架的多目标

优化算法在选择过程中的关键一步。聚合函数的目标函数值是否可以反映候选解

的支配关系，决定了是否能选择出算法能否选择出非支配解，能否成功收敛于真

实的前沿。本节通过分析现有聚合函数设计中存在的不足，提出一种基于匹配度

的修正切比雪夫聚合函数；可以证明，本节提出的聚合函数分解方法与传统的切

比雪夫聚合函数的最优值是一致的。 

5.1.1 现有聚合分解函数的缺点分析 

2λ

2 ( )f x

* * *

1 2( , )z zz

1λ

1

1g
2

1g

1

2g

2

2g

1( )f x

1( )F x

2( )F x

1( )F x

2( )F x

2λ

1λ

*
z

 

图 5-1 加权聚合函数选择过程示意图 

加权聚合函数具有明显的几何意义，其目标函数就是候选解目标函数值与理

想参考点组成的向量在权重向量上的投影长度。鉴于加权聚合函数这一突出的特

点，本小节以加权聚合函数为例，对采用该函数进行候选解选择时的过程进行阐

述，表明权重向量与候选解的匹配关系在设计聚合函数的重要性。 

图 5-1 加权聚合函数选择过程示意图，其中 1x 是原始种群的解之一， 2x 是新

种群的解之一。 1( )F x 和 2( )F x 分别是 1x 和 2x 的目标函数； 1λ 和 2λ 是两个不同的

权重向量。 i

jg 代表的是 jx 与权重向量 iλ 计算出的目标函数值；由于采用加权聚
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合函数，故目标函数值的大小可以在图中明显的表示出来。图中，红线的长度表

示为候选解 1x 的聚合函数的目标值，绿线的长度表示候选解 2x 的聚合函数的目

标值。 

从图 5-1 可以得出看出，如果 1x 和 2x 与权重向量 1λ 匹配， 1

1g 大于 1

2g ，那么

在更新过程中， 1x 优于 2x ， 1x 不会被 2x 替换；但是， 1x 和 2x 与权重向量 2λ 匹配， 

2

1g 大于 2

2g ,优于 1x ，那么在更新过程中， 1x 则被 2x 替换。因此，候选解与不同的

权向量进行匹配，对更新过程种群的进化有着很大的影响。同一个候选解与不同

的权重向量匹配，更新过程的结果不同。 

因此，在使用聚合函数对候选解进行选择的过程中，应仔细考虑解与权向量

的匹配程度。在聚合函数设计中，应该考虑两者的匹配关系；然而，目前的聚合

函数分解方法并没有明确强调权重向量和候选解之间的匹配关系，这在一定程度

上影响了较优候选解在迭代过程中的保留。 

5.1.2 基于匹配度的修正切比雪夫聚合函数 

如前所述，在基于分解的算法中，权重向量与候选解的匹配程度是选择的关

键。然而，目前的分解方法并没有明确强调权重向量和候选解之间的匹配关系。

本文提出了一种基于匹配度的分解方法，综合考虑了切比雪夫方法、权重向量与，

候选解的关系。可以证明，本节提出的聚合函数分解方法的获得的最优值与切比

雪夫方法是等价的。 

首先给出切比雪夫聚合函数相关定理。切比雪夫聚合函数表述如(5-1)所示，

当权重向量，理想参考点确定之后，切比雪夫函数是以候选解得目标函数为自变

量的函数，因目标函数的变化而变化。公式 (5-1)中， 1 2( , ,... )M  λ ，
* * *

1 2( , ,..., )Mz z z*
z 为已知候选解各个目标的最小值 

 te *

1
min  ( | , ) max | ( ) |i i i

i M
g f z

 
 *

x λ z x               (5-1) 

首先，关于切比雪夫聚合函数，有定理 1[53]： 

定理 1 假设多目标优化问题的 Pareto 前沿是分段连续的。如果直线 1L 与

Pareto 前沿存在一个交点，则该交点是标量问题 1Q 的最优点；其中， 1Q 即为(5-1)

所示的问题；直线 1L 表达式如下： 
* * *

1 1 2 2

1 2

... ( 0, 1,2,..., )
1/ 1/ 1/

M M
i

M

f z f z f z
i M

  

  
           (5-2) 

在此之中， i 是权重向量各个维度的数值。 *

iz 是第 i 维目标函数的理想值。 

以两目标优化问题为例，通过如下所示的图 5-2，对上述定理给予解释。图

中红色的线表示权重向量 1 2( , ) λ ，该问题的直线 1L 可表示为如(5-3)所示： 
* *

1 1 2 2

1 2

( 0)
1/ 1/

i

f z f z


 

 
                       (5-3) 
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与 Pareto 最优曲线的交点是权重向量 λ下的切比雪夫函数的最优值，即图中红点

表示权重向量 λ聚合函数的最优值。 

1 2(1/ ,1/ ) ω

1 2( , ) λ

2f

1f

最优解

* * *

1 2( , )z zz

 

图 5-2 针对两目标优化问题的定理 1 示意图 

定理 1 表明，一个解如果在直线 1L 与 Pareto 前沿的交点上，那么该解一定

是一个权重向量下的切比雪夫函数的最优值。定理 1 的逆否命题也成立，即一个

解如果不是某个权重向量下的切比雪夫函数的最优值，则该点不是直线 1L 与

Pareto 前沿的交点。那么，这个点的位置就要两种情况，一种是在直线上，另外

一种不在直线上。判断该点的是否在直线上，可以引用数学中向量夹角余弦值的

概念。 

定义 1 （向量夹角余弦值）对于向量u和向量 v ，其夹角的余弦值 cos( , )u v

定义为： 

cos( , )
|| || || ||




u v
u v

u v
                    (5-4) 

其中  表示一个向量的范数。若向量 u 和向量 v 处于一条直线上，则

cos( , ) 1 u v 。若cos( , ) 1 u v ，则向量u和向量 v 不在一条直线上。 

基于向量夹角余弦值的概念，在此，提出权重向量与候选解匹配度的概念。 

定义 2 （匹配度）权重向量 λ与候选解 x匹配度定义为： 

𝜑 = h(𝒙|𝝀, 𝒛∗) = |‖
(𝑭(𝒙)−𝒁∗)𝝎𝑇

||𝑭(x)−𝒁∗||||𝝎||
‖ − 1|           (5-5) 

其中 1 2 M=(1/ ,1/ ,...,1/ )  ω , 𝒛∗为理想参考点。 

从定义中可以看出，若候选解目标函数与理想参考点组成的向量与ω方向一

致，为 0；候选解目标函数值与理想参考点组成的向量与权重向量的方向越接

近，说明候选解与权重向量越匹配，越小；反之，方向越远，两者越不匹配，

越大。因此，在设计聚合函数时，可以加入匹配度的信息，将候选解与权重向

量的匹配程度考虑进去，使得选择过程更加的合理。 
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基于上述对于候选解与权重向量匹配度的分析，在本节提出基于匹配度的修

正切比雪夫函数，作为基于分解的多目标状态转移算法中的分解方法。基于匹配

度的修正切比雪夫函数表述如下： 

tmd temin  ( | , ) ( | , ) ( + ( , ))g g h | 1* * *
x λ z x λ z x λ z        (5-6) 

其 中 ， 即 一 般 定 义 下 的 切 比 雪 夫 聚 合 函 数 ， ( , )h | *
x λ z

tmd temin  ( | , ) ( | , ) ( + ( , ))g g h | 1* * *
x λ z x λ z x λ z 即候选解和权重向量之间的匹配度。

可以证明，基于匹配度的修正切比雪夫聚合函数与原切比雪夫聚 te ( | , )g *
x λ z 合

函数函数的最优解是一致的。 

定理 2 若 te ( | , )g *
x λ z 的最优解是 *

1x ， tmd ( | , )g *
x λ z 的最优解是 *

2x ，则 * *

1 2x x 。 

证明：在 , *
λ z 一定时， te ( | , )g *

x λ z 的最优解是 *

1x ， tmd ( | , )g *
x λ z 的最优解是

*

2x ；那么由 te ( | , )g *
x λ z 和 tmd ( | , )g *

x λ z 的函数构造可知， ( | , ) 0h *
x λ z ，故

t md( | , )g *
x λ z

te ( | , )g *
x λ z ；所以 tmd ( | , )g *

x λ z 是有下界的；且当 ( | , ) 0h *
x λ z

时， tmd ( | , )g *
x λ z 函数取得最小值； ( | , ) 0h *

x λ z 时，说明候选解的目标函数与

理想参考点组成的向量与 1 2 M=(1/ ,1/ ,...,1/ )  ω 是共线的，由定理1知，此时 *

1x x ；

当 *

1x x 时， ( | , ) 0h *
x λ z ， tmd te( | , ) ( | , )g g* *

x λ z x λ z ， tmd ( | , )g *
x λ z 取得最小

值，即 *

1x 为 tmd ( | , )g *
x λ z 的最优值，故 * *

1 2x x 。 

由上述证明得知，本节提出的基于匹配度的修正切比雪夫聚合函数与原切比

雪夫函数的最优值和最优解是一致等价的。 

在采用基于匹配度的修正切比雪夫分解函数作为多目标优化的分解方式时，

在选择过程中，不仅仅考虑了目标函数与权重向量分量之间的乘积大小，还考虑

了候选解与权重向量的匹配关系，减少了因权重向量不匹配问题，造成的较好候

选解没有被选择的不足。 

5.2 MOSTA/D 算法描述 

本小节对基于分解框架的多目标状态转移算法 MOSTA/D 的主要内容和流

程进行阐述，MOSTA/D 算法利用状态转移算子在决策空间内进行搜索，采用本

章提出的基于匹配度的修正切比雪夫函数，将多目标优化问题分解为若干个单目

标优化问题进行优化，最终获得分布性较好的 Pareto 最优解集。 

5.2.1 候选解产生方式 

多目标优化算法要求最终获得的候选解具有较好的分布性，要均匀分布在最

优 Pareto 前沿上，这对于算法的搜索能力相比于单目标优化算法而言，有了更高

的要求。从基于分解的多目标状态转移算法实际设计过程中发现，产生的候选解

是否均匀分布在整个搜索空间，对于实验结果有着较大的影响。现有的状态转移

算子，如旋转变换算子，伸缩变换算子，平移变换算子产生的候选解与初始解相
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差较大；而坐标变换算子新产生的候选解的与初始解仅有一维不同，而过于相似；

在算法搜索过程中，即希望通过状态转移变换产生的新候选解于原候选解有一定

的相似性，又希望候选解与初始解相比，有一定的不同，故基于状态转移算子产

生框架，提出一种新的状态转移算子，同化状态转移算子，并利用此算子结合原

有状态转移算子，完成基于分解的状态转移算法的搜索过程。 

同化状态转移算子 （Assimilation Transformation）的描述如下： 
1 2

1k s k s k  x R x B x                         (5-7) 

其中， 1 2,k kx x ，是当前候选解集中的两个解，其维度为 n，是一个 1n 的列向

量； sR 是一个1 n 的行向量，除第 r 个元素为 0 外，其他元素均为 1； sB 也是一

个1 n 的行向量，除第 r 个元素为 1 外，其他元素均为 0，r 是 1 至n的任意一个

值；通过同化状态转移算子的变换，新产生的候选解 1kx 其 1r  个元素和 1

kx 相同，

其 1 个元素与 2

kx 相同，即 1kx 是 1

kx 和 2

kx 同化的结果。 

在 MOSTA/D 算法中，同化算子的使用方式表述如下：对于种群大小为 N 的

初始解，首先从当前候选解集 P 中随机选择 t 个解作为初始解集 X ， /t N T ，

T 是人为设定的采样个数，对初始解集 X 复制T 个，使其维度与 P 相同，初始解

X 和当前种群 P 中的每一个解在同化算子的作用下，产生了新的种群 '
P 。下面

以候选解变量维数为 3 维的候选解，对同化算子的作用进行说明。 

 

  

图 5-3 同化变换前的种群 图 5-4 同化变换后的种群 

图 5-3 和 5-4 显示了种群大小为 200 个的种群在同化变换算子前和同化变换

算子后的比较示意图；图 5-3 中 5 个绿色五角星表示从当前候选解集中随机选取

的 5 个解，采样个数 40T  ，其他原点表示当前候选解集；经过同化算子的变换，

候选解集中的解某一维度与随机选取的 5 个解中的一个相同，新产生的候选解被

5 个候选解分为 5 组，在图 5-4 中用不同的颜色表示；原来无序的候选解集转换

为较为有序的候选解集，这样使得在某一维度值固定下可以进行较为深度的搜索。

在 MOSTA/D 算法中，同化算子的使用与迭代过程的进展有关，分别在迭代初期
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和迭代后期使用；在迭代初期使用使得可以快速获得某一维度下的较优解集，在

迭代后期使用使得候选解在某一维度进行更细致的搜索。在此之间，采用旋转变

换算子进行搜索。除此之外，MOSTA/D 在产生候选解上，也使用了平移变换算

子和坐标变换子共同使用，之后采用旋转变换算子进行修正的方式。 

MOSTA/D 采用两种产生候选解集的方式，一种利用同化变换算子和旋转变

换算子产生不同的解，另外一种是利用平移变换算子和坐标变换算子共同产生候

选解集，最后使用旋转变换算子对每一个候选解进行修正；在算法实际使用中，

两种方式交替使用，使得算法具有较强的搜索性能，其搜索空间更加广泛。 

具体产生候选解的主要流程如下： 

算法 5.1： P GeneratePopulation1 ( , , , , , )max minT gen X XX  

1. 输入：大小为 N 初始解集 X ，采样个数T ，状态转移算子参数 ，前迭代次数 gen

决策变量的下界 minX 决策变量的上界 maxX  

2. 输出：候选解集 P  

3. 从 X 中随机选择 /N T 个候选解作为初始解集
'

X  

4.  if 1 2||gen gen gen gen   do 

5.     P Assimilation
'( , , )TX X   

6. else 

7.    P Rotation ( , , )T P  

8. end if 

9. P bound min max( , , )P X X  

10. return P  

 

算法 5.2： P GeneratePopulation2 ( , , , , , , )max minT X X  X  

1. 输入：初始解集 X ，采样个数T ，状态转移算子参数 , ,   ，策变量的下界 minX ，

策变量的上界 maxX  

2. 输出：候选解集 P  

3. 从 X 中随机选择 /N T 个候选解作为初始解集
'

X  

4.     1 P Transation
'( , , )T X  

5.     2 P Axesion
'( , , )T X  

6.     1 2{ , }P P P  

7.    P Rotation ( ,1, )P  

8.    P bound min max( , , )X XP  

9. return P  
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5.2.2 权重向量产生方式与邻域确定 

基于分解框架的多目标优化算法利用权重向量和分解函数将多目标的优化

问题转化为多个单目标优化问题进行求解，其产生方式对后续候选解的选择和分

布有着较大影响。权重向量邻域的范围与权重向量的分布有关，领域的确定对候

选解的选择过程具有较大的影响。本小节主要介绍在 MOSTA/D 中，权重向量产

生方式，及如何通过权重向量或其他方法确定权重向量邻域。 

MOSTA/D 中，权重向量通过在单维超平面采样产生；当目标函数的个数为

m 时，需要在 1m 维的 [0,1] 区间内以采样间隔 1/ H 进行采样，最终获得
1

1

m

H mN C 

  个权重向量。对于权重向量 1 2( , ,..., )m  λ 而言，其每个元素

, {1,2,..., }i i m  其值在采样集合{0,1/ ,2 / ,..., / }H H H H 中，且各个元素之和要为

1。下面以 4H  为例，对权重向量的产生进行说明。 

 
 

(0,0,1) (0,0.25,0.25) (0,0.5,0.5) (0,0.75,0.25) (0.25,0.25,0.5) 

(0,1,0) (0.75,0,0.25) (0.5,0,0.5) (0.25,0,0.75) (0.25,0.5,0.25) 

(1,0,0) (0.25,0.75,0) (0.5,0.5,0) (0.75,0.25,0) (0.5,0.25,0.25) 

图 5-5 三维权重向量产生示意图 

如图 5-5 所示，在区间[0,1]内，每一维采样 4H  个点，则每一维度可以取

值的集合为{0,0.25,0.5,0.75,1}，权重向量 1 2( , ,..., )m  λ 每一维度的取值是集合

元素的组合，且满足元素之和为 1的约束条件；通过计算，当 4H  ， 3m  时，

共计得到 21 个权重向量，这些权重向量显示在图 5-5 中。 

权重向量邻域大小是指一个候选解可以匹配权重向量的个数，设候选解 x的

更新邻域大小为T ，即候选解 x至多和T 个权重向量进行匹配；权重向量的初始

邻域通过权重向量之间的欧式几何距离确定。具体来说，对于候选解 x来说，对

应一个权重向量 λ，距离 λ几何距离最近的T 个权重向量组成权重向量 λ的邻域，

候选解 x在选择过程中，和这T 个权重向量进行匹配；MOSTA/D 算法过程中，

采用动态权重向量邻域机制；随机产生一个随机数 r ，当 0.5r  时，邻域确定方

式如上所述；当 0.5r  时，权重向量 λ的邻域是随机从权重向量中选择T 个权重

向量组成的，使用动态权重向量邻域机制从全局加快了算法收敛进程，加快了算

法收敛速度。 
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5.2.3 算法更新方式 

MOSTA/D 算法中，候选解的比较采用本章提出的基于匹配度的且比雪夫函

数，在选择的同时也加强了搜索过程。具体来说，MOSTA/D 的更新过程如算法

5.3 所示，通过事先根据权重向量邻域确定的候选解更新邻域 B ，在候选解更新

邻域内通过利用 tmd ( | , )g *
x λ z 函数，对父代候选解集和子代候选解集进行比较时，

若父代候选解劣于子代候选解，则利用父代候选解和子代候选解作为初始解，通

过平移变换算子产生新的候选解，继续进行比较，根据比较结果，更新父代候选

解，保证父代中的候选解是当前找到的最优的候选解。 

算法 5.3： UpdatePopulation  

1. for 1i  to N  do 

2.     for 1j  to T  do 

3.         if 
tmd ( ) ( ) tmd ( ) *( | , ) ( , )B j j i jg g |B * B

x λ z y λ z  then 

4.              v translate
( )( , , )j i E

x y  

5.               if 
tmd ( ) * tmd ( ) *( , ) ( , )i j jg | g |B B

y λ z v λ z  then 

6.                  
( )j E

x v  

7.               else 

8.                 
( )j iE

x y  

9.               end if 

10.           end if 

11.     end for 

12.  end for 

13. return P  

5.2.4 算法整体框架 

本小节对 MOSTA/D 算法的主要框架进行介绍；MOSTA/D 整个算法流程中，

通过状态转移算子在整个决策空间内进行搜索，利用权重向量，采用基于匹配度

的修正切比雪夫函数对候选解进行选择。最终获得优化问题的近似最优解集。 

更详细地，MOSTA/D 算法首先进行初始化，设置算法相关参数，产生权重

向量，并确定候选解的更新领域；之后是迭代更新过程，利用状态转移算子产生

子代解集，在候选解更新邻域内利用基于匹配度的修正切比雪夫进行比较；值得

注意的是，候选解更新邻域在算法中是动态变化的，使得候选解既可以在确定邻

域更新，也可以与其他候选解进行比较更新，使得候选解集更新范围更广泛；此

外，如果经过比较，发现了更优的解，则利用状态转移算子进行二次搜索。再进

行选择过程。旋转变换算子及平移变换算子的参数在迭代过程中，一直处于有规
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律的动态变化之中；这三个算子分别以 Rfc ， Tfc 的速率逐渐减少，到达参数值下

界后，取参数上界并继续动态变化。MOSTA/D 算法的算法流程框架及算法流程

如算法 5.4 所示： 

算法 5.4：MOSTA/D 算法框架 

1. 初始化权重向量集合 1 2( , ,..., )m  λ 及算法参数 , , , ,N T    ，状态转移算子参数

上下界 , , ,max min min max     

2. 初始化候选解种群 1 2( , ,..., )nP x x x 计算其目标函数

1 2( ( ), ( ),..., ( ))nFP F x F x F x  

3. 初始化理想参考点
* * * *

1 2{ , ,... }mz z zz  

4. for 1i  to N  do 

5.      1 2{ , ,... }i

Ti i iB ,其中 1 2, ,... Ti i i
λ λ λ 是距离

i
λ 欧式距离最近的T 个权重向量 

6. end for   

7. While 终止条件不满足 

17.     if  min   

18.        max   

19.     end if 

20.     if min   

21.       max   

22.     end if 

8.    随机从 P 中选择 /N T 个解做为初始解集 X  

9.    交替使用 GeneratePopulation1 和 GeneratePopulation2 产生子代种群Q  

10.     for 1i   to N  do 

11.           if ()rand r  then  

12.              1 2{ , ,... }Tr r rB 其中 1 2, ,... Tr r r 是{1,2,..., }N 中随机选择的T 个数    

13.           end if 

14.          
* z min

*( , ( ))z F Q     

15.          P UpdatePopulation
*( , , , , , )P Q z B λ   

16.     end for 

17.     / Tfc   

18.     / Rfc   

19. end While 

20. return P  
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开始

设置算法相关参数

初始化  个权重向量                  ,
及每个权重  向量其邻域  ，理想点初始

点  父代种群

利用状态转移算子产生候选解产生子集               

  

更新为任意T个权重

利用聚合函数比较

若子代  优于父代 

利用父代  和  产生新的候选解

利用聚合函数对父代进行更新

输出父代P

Yes

Yes

Yes

No

No

i
Q i

Q
i

P

i
P

i
Q

i
B

Q

*
z

i
B

P

1gen gen 

N 1 2( , ,..., ,.., )i Nλ λ λ λ λ

()rand r

gen Maxgen

i
λ

结束
 

图 5-6 MOSTA/D 算法流程图 

5.3 对比实验结果及分析 

本小节利用 IGD 指标和 HV 指标，利用复杂前沿的 F1-F4 测试函数和 MOP1-

MOP4 测试函数，通过和三种经典算法进行对比，对本章提出的算法 MOSTA/D

算法的性能进行评估。此外，为了验证本章提出的基于匹配度的修正切比雪夫函

数的有效性，在算法其他部分与 MOSTA/D 保持一致的前提下，设计了一种采用

切比雪夫分解方法的多目标状态转移算法进行比较。为了区别这两种算法，采用

切比雪夫分解方法的多目标状态转移算法标记为 MOSTA/D-DCHE，实验结果和

分析如图 5-7 至图 5-14 所示。 

5.3.1 实验设置 

本章实验的对比三种算法在实验平台 PlatEMO 上进行[79]。在本章算法实验

对比时，采用 NSLS[36]，MOEA/D-DE[74]，NSGAIII[80]这三种算法进行比较；其算

法参数为 PlatEMO 实验平台的提供的默认参数。 

在本次实验中，MOSTA/D 算法参数的设置如下：最大迭代次数 Maxgen 设

置为 500 次，目标函数最大计算次数为 105 次，种群大小 N 为 200 个，采样个数
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T 为 20,  初始值为 4， 初始值设置为 1， 初始值设置为 10， max 1  ， max

与优化问题的维度相关， max 0.75D  ，其中D是多目标优化问题决策变量的维

数， min 1  ， min 0.3  ， 1.2Tfc  ， 2Rfc  。 

算法在不同测试函数上，独立运行 30 次之后，利用已知的标准前沿，对 IGD

指标和 HV 指标进行统计，来表征算法获得最优解集的分布性和收敛性。统计结

果包括最大值，最小值，平均值及标准差。其中，IGD 指标可以同时对收敛性和

分布性进行评估，其值越小，表示算法的收敛性和分布性越好；HV 指标更加侧

重于算法的分布性；算法获得前沿解分布越广泛，HV 值越大，其算法的分布性

越好。HV 指标的参考点取最优前沿中目标函数最大值的 1.2 倍。 

5.3.2 实验结果 

本小节利用 8 种测试函数，将本章提出的算法与第四章提出的算法和

MOSTA/D-DCHE，及 MOEA/D-DE，NSGAIII，NSLS 四种算法进行比较，实验

结果及分析如下： 

 

图 5-7 六种算法求解 MOP1 测试函数的前沿图 

在求解 MOP1 问题时，6 种算法都未能成功找到全部的前沿；其中，第四章

提出的算法 MOSTA/P 找到的 Pareto 前沿较多，MOEA/D-DE，NSGAIII，NSLS，

MOSTA/D-CHE 四种算法找到的 Pareto 前沿解大多集中在在前沿两端，中部较

少，或几乎没有。MOSTA/D 在中部有着较多的解并未收敛至 pareto 前沿解，但

这些解的出现表明，MOSTA/D 还是有潜力求解 MOP1 测试问题。从 IGD 指标和

HV 指标上看，本章提出的算法的平均 IGD 指标最小，HV 指标指标最大，说明

候选解的分布更加广泛，收敛性也较好。MOSTA/D 的性能指标的统计结果都优

于 MOSTA/D-CHE 算法，表明本章提出的基于匹配度的修正切比雪夫分解方法

是有效的。 
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图 5-8 六种算法求解 MOP2 测试函数的前沿图 

 

图 5-9 六种算法求解 MOP3 测试函数的前沿图 

在求解 MOP2 测试问题的前沿图上看出，本论文提出的 MOSTA/P，

MOSTA/D，及变种 MOSTA/D-CHE 算法都可以成功解决 MOP2 测试问题，而

MOEA/D-DE，NSGAII 及 NSLS 未能成功解决 MOP2 测试问题，其中，MOEA/D-

DE 找到的最优解集分布较广，但是众多候选解未能收敛至 Pareto 前沿上。

NSGAIII 和 NSLS 两种算法，仅仅找到了 Pareto 前沿的边界点。从 IGD 和 HV 性

能指标上看，本章提出的算法 MOSTA/D 与 MOSTA/D-CHE 算法获得的平均 IGD

指标最小，HV 指标最大，处于第二位是本论文第三章提出的 MOSTA/P，在该测

试问题上，本论文提出算法具有显著的优越性。 

在求解 MOP3 问题时，与 MOP2 测试问题求解情况类似，仅仅本论文提出

的 MOPSTA/P, MOSTA/D，及其变种 MOSTA/D-CHE 可以成功求解该问题。

MOEA/D-DE，NSGAIII，NSLS 算法仅仅找到到了最优前沿两端的值,还有部分

解没有收敛至 Pareto 最优前沿中；造成这种原因是算法最终找到的候选解集各

不相同而他们的目标函数值是相同的，继而造成 Pareto 前沿只有两端解存在的

情况。从 IGD 和 HV 指标上看，本章提出的算法 MOSTA/D 的 IGD 指标最小，
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HV 指标最大，且指标比基于切比雪夫分解方法的 MOSTA/D-CHE 算法优，故本

章提出的基于匹配度的修正切比雪夫聚合函数是有效的。 

 

图 5-10 六种算法求解 MOP4 测试函数的前沿图 

 

图 5-11 六种算法求解 F1 测试函数的前沿图 

在求解 MOP4 测试问题上，本论文提出的算法及其变种成功解决了该测试

问题，MOEA/D-DE 找的最优解大部分没有收敛至 Pareto 最优前沿中，Pareto 前

沿第一个分支找到了一部分，NSGAIII 和 NSLS 算法也仅仅找到了一部分。从指

标上看，本章提出的 MOSTA/D 算法 IGD 指标最小，HV 指标最大，然后是第四

章提出的 MOSTA/P 算法，由于 MOSTA/D 的变种 MOSTA/D-CHE，表明本论文

提出的算法及本章提出的聚合函数分解方法是十分有效的。 

在求解 F1 测试问题时，MOSTA/D 算法并没有找到该测试问题的全部前沿，

究其原因是由于该问题属于低尾问题。在尾部，Pareto 最优解的目标函数极小，

基于权重向量的分解方法对于候选解进化引导能力减弱。而基于 Pareto 占优方

法并不存在此问题。本论文提出的 MOSTA/P 算法和 NSLS 算法可以找到全部的

前沿，从指标上看，MOSTA/P 的平均 IGD 指标最小。HV 指标最大，其次是 NSLS

算法，MOSTA/D 排在第三位。 
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图 5-12 六种算法求解 F2 测试函数的前沿图 

 

图 5-13 六种算法求解 F3 测试函数的前沿图 

对于 F2 测试函数，本论文提出的两种算法及其变种，及 MOEA/D-DE 都能

找到 Pareto 前沿，NSLS 算法获得了较少的 Pareto 最优解，在前沿图中分布过于

稀疏，NSGAIII 算法并没有完全收敛至 Pareto 前沿内。从性能指标上来说，排在

前列的依旧是本论文提出的两种算法 MOSTA/P 及 MOSTA/D 及其变种，表明本

算法是有效的。 

对于 F3 测试函数，本论文提出的两种算法及其变种，及其他算法都能找到

Pareto 前沿，从性能指标上来说，排在前列的依旧是本论文提出的算 MOSTA/P

表明本算法是有效的。 
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图 5-14 六种算法求解 F4 测试函数的前沿图 

F4 测试函数的 Pareto 前沿是一个曲面，是较难求解的复杂前沿，从算法获

得的前沿图上看，除 MOEA/D-DE 有较多的解，距离最优 Pareto 前沿较远，其他

算法都找到了距离真实 Pareto 最优解较近的解；从指标上看，求解该问题最好的

算法 NSGAIII，其 IGD 指标最小，HV 指标最大，本论文提出的算法的指标属于

中等水平。 

表 5-1 四种算法求解测试函数的 IGD 统计结果 

测试函数 算法 最大值 平均值 最小值 标准差 

MOP1 

MOSTA/P 0.3062 0.2648 0.2196 0.0227 

MOSTA/D 0.2147 0.1306 0.0665 0.0312 

MOSTA/D-CHE 0.2830 0.1489 0.0918 0.0443 

MOEA/D-DE 0.3523 0.2600 0.1291 0.0728 

NSGAIII 0.3540 0.3446 0.3357 0.0043 

NSLS 0.3591 0.2599 0.1774 0.0639 

MOP2 

MOSTA/P 0.0027 0.0023 0.0021 0.001 

MOSTA/D  0.0019 0.0019 0.0019 6.5141e-6 

MOSTA/D-CHE 0.0019 0.0019 0.0019 7.4585e-6 

MOEA/D-DE 0.3546 0.2503 0.1861 0.0521 

NSGAIII 0.3546 0.3546 0.3546 5.5511e-17 

NSLS 0.3546 0.3546 0.3546 5.6460e-17 

MOP3 

MOSTA/P 0.0030 0.0024 0.0023 0.0002 

MOSTA/D 0.0021 0.0021 0.0021 8.5434e-6 

MOSTA/D-CHE 0.0021 0.0021 0.0021 1.0607e-5 

MOEA/D-DE 0.5278 0.4569 0.2367 0.0511 

NSGAIII 0.5327 0.4795 0.4117 0.0309 

NSLS 0.4805 0.3809 0.2186 0.0684 

MOP4 

MOSTA/P 0.1530 0.1529 0.1528 2.7852e-5 

MOSTA/D 0.1497 0.1491 0.1488 2.3020e-4 

MOSTA/ D-CHE 0.1559 0.1551 0.1547 2.4981e-4 
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MOEA/D-DE 0.4035 0.2380 0.2021 0.0340 

NSGAIII 0.4217 0.4072 0.3802 0.0138 

NSLS 0.4197 0.4136 0.3924 0.0053 

F1 

MOSTA/P 0.0032 0.0028 0.0025 0.0002 

MOSTA/ D 0.0542 0.0456 0.0444 0.0016 

MOSTA/ D-CHE 0.0538 0.0454 0.0429 0.0017 

MOEA/D-DE 0.1327 0.0855 0.0473 0.0370 

NSGAIII 0.0507 0.0479 0.0292 0.0038 

NSLS 0.0034 0.0026 0.0022 3.2828e-4 

F2 

MOSTA/P 0.0777 0.0776 0.0075 0.0001 

MOSTA/D  0.0768 0.0766 0.0765 7.4015e-5 

MOSTA/D-CHE 0.0789 0.0787 0.0783 1.2436e-4 

MOEA/D-DE 0.6577 0.0983 0.0790 0.1056 

NSGAIII 0.5073 0.3632 0.2063 0.0865 

NSLS 0.2573 0.1452 0.1049 0.0371 

F3 

MOSTA/P 0.0253 0.0251 0.0249 0.0001 

MOSTA/D 0.0297 0.0291 0.0286 2.9971e-4 

MOSTA/D-CHE 0.0323 0.0306 0.0290 8.8756e-4 

MOEA/D-DE 0.0295 0.0292 0.0290 9.9140e-5 

NSGAIII 0.0322 0.0290 0.0279 9.7428e-4 

NSLS 0.0608 0.0373 0.0259 0.0091 

F4 

MOSTA/P 0.2402 0.1802 0.1547 0.0170 

MOSTA/D 0.1479 0.1314 0.1215 0.0061 

MOSTA/D-CHE 0.1776 0.1411 0.1261 0.0102 

MOEA/D-DE 0.1415 0.1372 0.1351 0.0017 

NSGAIII 0.1132 0.1097 0.1043 0.0018 

NSLS  0.2716 0.2197 0.1658 0.0297 

表 5-2 四种算法求解测试函数的 HV 统计结果 

测试函数 算法 最大值 平均值 最小值 标准差 

MOP1 

MOSTA/P 0.7845 0.7244 0.6503 0.0391 

MOSTA/D 1.0116 0.9025 0.7412 0.0514 

MOSTA/D-CHE 0.9704 0.8766 0.6441 0.0750 

MOEA/D-DE 0.9400 0.7022 0.5403 0.1330 

NSGAIII 0.5869 0.5657 0.5442 0.0098 

NSLS 0.7975 0.6766 0.5285 0.0931 

MOP2 

MOSTA/P 0.7708 0.7706 0.7699 1.6425e-4 

MOSTA/D 0.7709 0.7709 0.7709 1.2901e-5 

MOSTA/D -CHE 0.7709 0.7709 0.7709 1.1239e-5 

MOEA/D-DE 0.5681 0.4980 0.4400 0.0416 

NSGAIII 0.4400 0.4400 0.4400 2.7775e-16 
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NSLS 0.4400 0.4400 0.4400 2.8230e-16 

MOP3 

MOSTA/P 0.6525 0.6523 0.6520 1.3214e-4 

MOSTA/D 0.6524 0.6524 0.6523 1.7623e-5 

MOSTA/D -CHE 0.6524 0.6523 0.6523 1.9380e-5 

MOEA/D-DE 0.3905 0.2494 0.2400 0.0315 

NSGAIII 0.2991 0.2420 0.2400 0.0108 

NSLS 0.3061 0.2510 0.2400 0.0251 

MOP4 

MOSTA/P 0.9569 0.9569 0.9567 4.8632e-5 

MOSTA/D 0.9564 0.9564 0.9563 1.6514e-5 

MOSTA/D-CHE  0.9564 0.9564 0.9563 2.4430e-5 

MOEA/D-DE 0.6526 0.6078 0.5740 0.0207 

NSGAIII 0.6082 0.5781 0.5575 0.0114 

NSLS 0.5717 0.5599 0.5491 0.0059 

F1 

MOSTA/P 1.3914 1.3912 1.3909 1.1832e-4 

MOSTA/D 1.3903 1.3903 1.3896 1.3142e-4 

MOSTA/D-CHE 1.3904 1.3903 1.3896 1.2803e-4 

MOEA/D-DE 1.3901 1.3897 1.3893 3.5046e-4 

NSGAIII 1.3908 1.3901 1.3899 1.8628e-4 

NSLS 1.3911 1.3906 1.3898 3.0957e-4 

F2 

MOSTA/P 1.1203 1.1202 1.1201 4.7343e-5 

MOSTA/D 1.1199 1.1197 1.1190 1.5156e-4 

MOSTA/D-CHE 1.1200 1.1198 1.1195 9.5667e-5 

MOEA/D-DE 1.1200 1.0906 0.2400 0.1607 

NSGAIII 0.8283 0.4556 0.2400 0.1647 

NSLS 1.0086 1.0226 0.9286 0.0470 

F3 

MOSTA/P 1.3588 1.3587 1.3586 3.9926e-5 

MOSTA/D 1.3580 1.3579 1.3568 2.1326e-4 

MOSTA/D-CHE 1.3580 1.3578 1.3570 1.6684e-4 

MOEA/D-DE 1.3578 1.3575 1.3573 1.3452e-4 

NSGAIII 1.3583 1.3578 1.3575 1.8546e-6 

NSLS 1.3579 1.3560 1.3496 0.0017 

F4 

MOSTA/P 86.1943 85.5546 83.7451 0.4832 

MOSTA/D 86.3345 85.9517 85.5171 0.2293 

MOSTA/D-CHE 86.6444 85.6214 84.0724 0.6086 

MOEA/D-DE 85.7035 85.3821 84.9053 0.1949 

NSGAIII 87.0399 87.0119 86.9814 0.0160 

NSLS  83.5883 82.4864 80.9858 0.7654 

5.4 本章小结 

本章首先以权重和的分解方法为例，对现有分解方法的不足进行了分析；现
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有分解方法没有考虑权重向量和候选集的匹配关系，导致较好的候选解在选择过

程中因为与权重向量不匹配而没有被保留。因此，本章提出一种候选解与权重向

量匹配度的概念来度量两者之间的匹配程度。基于匹配度，本章提出一种基于匹

配度的修正切比雪夫分解方法，且可证明该方法与切比雪夫方法是等价的；此外，

本章基于分解框架，提出一种新的基于分解的多目标状态转移算法MOSTA/D。

利用8种测试函数，与三种其他算法进行对比，其IGD指标和HV指标均处于算法

前列，基于本章分解方法的算法和基于传统切比雪夫分解的算法进行对比发现，

基于本章提出的分解方法的算法性能指标更优；本章提出的基于匹配度的修正切

比雪夫分解函数可以有效地解决多目标优化问题。同时，本章在实验过程中还发

现，对于目标函数个数较少的多目标优化问题，Pareto占优的比较策略不受目标

函数大小的影响，可以获得优化问题的最优前沿。而基于分解方法在目标函数值

较小时，权重向量对候选解进化的引导作用减弱。未来将Pareto占优与分解方法

结合起来，可能是求解低尾问题一个重要研究方向。 
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6 总结与展望 

6.1 研究工作总结 

1) 分析了状态转移算子搜索性能对多目标优化算法收敛性的的影响 

本文对状态转移算子的搜索性能对多目标优化算法的收敛性影响进行了研

究，基于多目标算法的 GD 性能评价指标，提出了搜索算子对算法收敛性影响作

用的评估算法，利用 4 种具有典型特征的标准测试函数，对现有的旋转变换算

子，平移变换算子，伸缩变换算子及坐标变换算子进行了分析。分析结果表明，

在单独使用这些算子进行搜索时，伸缩变换算子相比于其他算子，可以使算法较

快的收敛至最优前沿附近，使用伸缩变换算子和坐标变换算子，算法可以一直保

持向最优前沿进化的趋势。而使用平移变换算子，会让算法过早地停止向最优前

沿进化；而组合使用这些状态变换算子产生候选解时，平移状态转移与其他算子

组合使用可以相比于单独使用平移状态算子，算法朝向最优前沿进化的趋势增强，

大大增加算法的收敛性。而伸缩状态算子与其他算子组合使用时，算法朝向最优

前沿进化的趋势比单独使用伸缩状态算子有所减弱；旋转变换算子和坐标变换算

子在与其他状态变换算子组合使用时，算法朝向最优前沿进化的趋势增强。 

2) 提出了基于 Pareto 占优的多目标状态转移算法（MOSTA/P） 

本文考虑了子代候选解在比较过程中的的计算资源消耗问题，定义了候选解

的资源分配值这一概念，提出了一种基于计算资源动态分配的高效非支配排序策

略。对于新产生的候选解，首先计算目标函数，根据其目标函数计算其资源分配

值，选择资源分配值较大的候选解与父代候选解进行 Pareto 占优比较，确定其所

在的 Pareto 前沿等级，减少了在确定前沿等级时的比较次数，节约了计算资源与

时间。在多样性维护方面，采用拥挤距离的概念，将处于密集区域的候选解进行

剔除。利用 IGD 指标和 HV 指标，与 3 种算法在 MOP 测试问题和 F 测试问题

上，进行了对比，实验结果表明，本文提出的 MOSTA/P 算法可以成功解决多目

标优化问题。 

3) 提出了基于分解的多目标状态转移算法（MOSTA/D） 

本文首先分析了现有分解方法的缺陷，现有分解方法没有考虑候选解与权重

向量的匹配关系，在选择过程中，较好候选解可能因为与权重向量不匹配的而没

有进入下一次迭代过程。本文提出权重向量和候选解匹配度的概念，基于匹配度，

提出一种基于匹配度的修正切比雪夫分解方法，且可证明该方法与切比雪夫方法

是等价的。此外，本章还提出一种新的状态变换算子，同化算子使得候选解可以

在某一维度进行较为深度的搜索。基于分解框架，采用本章提出的基于匹配度的

修正切比雪夫分解方法，设计了一种基于分解的多目标状态转移算法。利用 IGD
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指标和 HV 指标，与 3 种算法在 MOP 测试问题和 F 测试问题上，进行了对比，

实验结果表明，本文提出的 MOSTA/D 算法可以有效解决多目标优化问题。 

6.2 后续工作展望 

本文对状态转移算子的搜索对多目标优化算法的影响进行了分析，给出了建

议的多目标状态转移算子使用方式，基于 Pareto 框架和分解框架，提出了两种多

目标状态转移算法 MOSTA/P、MOSTA/D。然而，在多目标优化领域，状态转移

算法还需在以下部分作出更为深入的研究： 

1) 离散多目标状态转移算法的设计 

实际生活中有许多优化问题如调度，特征提取，社区发现等问题可以建模成

为离散多目标优化问题，本论文提出的状态转移算法主要用于求解决策变量是连

续的多目标优化问题，而对于决策变量是离散的多目标优化算法研究不足，因此，

状态转移算法在接下来多目标优化领域中，应该提出一种可以快速高效解决离散

多目标优化问题的多目标离散状态转移算法。 

2) 约束多目标状态转移算法的设计 

如何求解多目标约束优化问题一直是多目标优化邻域的一大难点，本文仅仅

提出了求解无约束问题的或简单约束的多目标优化算法，尚未涉及对复杂约束函

数的处理，在之后的研究中，应结合单目标约束优化问题的求解思路，对多目标

优化约束处理策略进行研究，提出一种多目标约束状态转移算法。 
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