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基于状态转移算法的一类动态优化方法研究 

摘要：工业生产过程通常是一个随时间连续变化的动态过程，动态优

化作为优化控制技术能有效处理其动态特性，同时实现工业动态过程

稳定运行、节能降耗与挖潜增效。由于实际工业动态优化问题通常具

有非线性、多模态等特点，传统基于梯度优化的动态优化方法易陷入

局部极值，无法找到最优操作方案。状态转移算法（STA）作为一种

新型启发式智能优化算法，具有结构简单、全局搜索能力性强等优点，

在处理非线性多模态问题上具有潜在优势。本文以状态转移算法为基

础，针对一类工业过程常见的优化时长固定、有约束的非线性动态优

化问题求解展开研究。具体内容如下： 

1）针对如何求解非凸非线性动态优化问题的难点，采用均匀划

分控制向量参数化，引入并改进了状态转移算法，提出了基于变尺度

状态转移算法的均匀划分动态优化方法（udCVP-vSTA）。经典非线性

动态优化问题测试表明了该方法的有效性。 

2）针对均匀划分下难以高效的获得高精度近似最优控制曲线，

提出部分网格移动的非均匀划分控制参数化策略，并提出了加强了局

部收敛能力的混合状态转移算法（HSTA），在此基础上，提出了基于

HSTA 的非均匀划分动态优化方法（ndCVP-HSTA）。实验表明了该方

法较均匀分段能高效获得高精度控制曲线。 

3）针对动态优化约束处理难点，在非均匀划分无约束动态优化

方法的研究基础上，提出了基于光滑化罚方法的约束动态优化方法。

经典动态优化问题的实验测试结果表明了该约束动态优化方法的有

效性。 

4）最后，本文以湿法炼锌除铜过程优化控制为例开展动态优化

应用研究，分析其动态特性、构建动态优化问题并求解，实验仿真结

果表明本文所提除铜过程动态优化可以达到除铜过程工况稳定、节能

降耗的目标。 

论文共计图 38 幅，表 18 个，参考文献 98 篇。 

 

关键词：动态优化；状态转移算法；自适应控制参数化；除铜过程 

分类号：TP18
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State Transition Algorithm based Approach for a Class of 

Dynamic Optimization Problems  

Abstract: Dynamic optimization aims to optimize a predefined 

performance index for reducing production costs, improving product 

quality, meeting safety requirements and environmental regulations over a 

time interval. Since dynamic optimization problems (DOPs) arising from 

practical industrials are usually nonlinear, multimodal with both state and 

control constraints, an efficient and robust numerical dynamic optimization 

method is the key to realize dynamic optimization of complex industrial 

processes. As a heuristic intelligent optimization algorithm, state transition 

algorithm (STA) has advantages in dealing with DOPs because of its strong 

global research ability. In this paper, the dynamic optimization method 

based on STA is studied. The main contributions of this paper are as follows: 

1) In order to solve the nonconvex DOPs which are highly nonlinear, 

multimodal and multidimensional, a dynamic optimization method, named 

udCVP-vSTA, is proposed based on the improved STA and uniform 

discretization-based control vector parameterization (CVP) method. 

Numerical experiments are provided to illustrate the effectiveness of the 

proposed method. 

2) In order to obtain higher precision approximate optimal control 

curve efficiently, a dynamic optimization method, named ndCVP-HSTA, 

is proposed based on the un-uniform discretization-based CVP method and 

the proposed hybrid STA. Results show that the proposed method can not 

only find a better control parameterization grid, but also promotes 

computational efficiency. 

3) In order to deal with constrains on states variable, a constrained 

dynamic optimization method, based on ndCVP-HSTA and smooth penalty 

function, is proposed. Experimental results show the effectiveness of the 

proposed method. 

4) A dynamic optimization problem is constructed for copper removal 

process (CRP) to find an optimal control trajectory of zinc addition for a 
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given time, with considerations of production constraints. Results show 

that the proposed constrained dynamic optimization method can produce 

not only the optimal control trajectory with a qualified outlet ion 

concentration, but also with less zinc consumption. 

There are 38 figures, 18 tables, 98 references. 

 

Keywords: Dynamic optimization; state transition algorithm; adaptive 

control parameterization method; copper removal process 
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1 绪论 

流程工业是制造业重要组成部分，是我国国民经济的支柱，也是我国经济持

续增长、国家安全、国力强盛的重要支撑力量[1]。我国流程工业整体实力较强，

但仍面临着巨大的发展挑战[2]。特别地，在优质资源枯竭、环境恶化及能源短缺

的巨大压力下，我国工业生产陷入资源利用效率低、信息化水平不高、质量达标

率低以及经济效益整体低迷等发展瓶颈，实现运行、资源和能效的三维全局优化

任务紧迫而艰巨[3]。 

动态优化，作为优化技术的重要分支之一，旨在针对工业动态系统，获得其

优化时间段内的最优操作轨迹，使得生产过程在安全开展的同时效益最大化，是

实现生产过程稳定运行、节能降耗与挖潜增效的三维全局优化的有效手段[4]。由

于实际工业动态优化问题通常具有高维度、强非线性、时变、多约束等复杂特性，

高效、高精度的动态优化方法也成为了诸多学者的研究重点。 

1.1 研究背景及意义   

动态优化（Dynamic optimization, DO）在工业生产过程中有着重要实际应用

研究意义。动态优化的典型应用领域包括：1）间歇及半间歇过程的最优控制轨

迹的确定；2）连续过程的最优控制等。工业过程的动态特性既源于化学反应本

身存在的动态平衡体系，也源于其实际生产过程中难以避免的操作条件的变化。

一方面，从原料入口到产品出口，工业生产过程是一系列物质能量随时间连续转

化与传递的物理化学反应过程，可进一步地用代数微分方程表征此动态平衡系统。

另一方面，实际生产过程总是动态的，其控制变量、系统状态变量总是随时间持

续改变。 

动态优化问题的有效求解是动态优化从理论到应用的关键。其求解方法可划

分为两类，一类为传统基于变分法的解析法[5][6]，此方法能求得解析解，但其需

要针对每个问题进行数学推导，不利于计算机实现，相对通用性不强，在实际应

用中存在不便。面对工程中的复杂动态优化问题，学者们研究了更为通用的直接

动态优化方法（也称数值法）来进行求解[7]。其中心思想为将随时间连续的无限

维的优化问题用离散的方法近似为有限维优化非线性规划问题子问题（Non-

linear programming, NLP），然后采用优化算法求取近似 NLP 问题的解，最终以

分段离散的曲线逼近最优控制轨线。常用的离散策略为全部参数化和控制参数化

（Control vector parameterization, CVP）方法，其中部分离散策略又拥有相较小规

模因而更好求解的子问题。因此，近年来基于部分离散的动态优化问题数值解法

有较为广泛研究。 
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动态优化方法的核心是求解其离散后的非凸 NLP 子问题，状态转移算法作

为进化算法在求解此类问题上具有潜在优势。许多动态优化方法在求解离散后形

成的非线性规划问题子问题时，常依赖于梯度信息进行优化，尽管其具有收敛速

度快，收敛精度高的特点，当待求解动态优化问题为多峰值类型时，该类算法常

常收敛到局部最优解，优化效果不佳。近年来，智能进化算法在解决各类工程实

际问题上取得了较好的成效，该类算法不需要计算梯度信息，不依赖于初始点，

适应性广泛，全局搜索能力较强，在处理多峰值、不连续、不含显示描述和复杂

多目标等特性动态优化问题上有着独特的优势。状态转移算法（State transition 

algorithm, STA）是中南大学周晓君等[8]提出的一种新型的智能型全局优化算法，

该优化方法以状态空间模型为统一框架来产生候选解，并设计了包含全局与局部

搜索的四种特殊的状态变换算子，因此在求解优化问题上有优良的收敛性和全局

搜索能力。近年来 STA 在多个应用中展现了极佳的求解能力[9][10] ，在复杂问题

上比粒子群算法、差分算法等经典进化算法相比有着更高的求解精度和效率

[11][12][13][14]，在求解非凸动态优化问题上具有潜在优势。 

动态优化方法求解精度和求解效率的共同实现一直是国内外研究的前沿和

难点。一方面，针对我国工业生产过程复杂多变、工况实时性要求强等特点，动

态优化方法需要高效、可靠、鲁棒性强的处理具有不同系统结构的、高非线性的、

多峰值的工业过程动态优化问题。另一方面，离散数值解法虽然能直接获取动态

优化问题的最优解，得到相应的最优控制轨迹，但囿于其先离散后逐个计算的求

解架构，其问题求解精度和求解效率两者互为矛盾，提高求解精度势必会带来需

要优化的变量个数的增加，而优化变量维数的增加又定会增加优化时间和优化难

度，考验优化算法优化性能。在传统的数值解法中，较为普遍的采用均匀分段方

案来离散化控制网格，网格划分的疏密即直接影响了 NLP 子问题维数和非线性

程度，又直接决定最终近似数值解结果逼近最优控制曲线的程度。因此，如何处

理其逼近精度和计算效率之间的矛盾具有较高研究价值。 

本文针对一类优化时长固定，有约束的工业动态优化问题求解方法研究。1）

针对实际工业动态优化问题的复杂性、非凸性，本文首先引入均匀划分控制参数

化处理其动态特性，随后引入并改进状态转移算法，提出了参数自适应策略，提

出了基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法。2）针对均匀划分导致

的精度与计算效率的矛盾，提出了部分移动非均匀划分控制参数化方案，设计了

混合状态转移算法，提出了基于混合梯度的状态转移算法的非均匀划分动态优化

方法，最终能高效、准确和快速地求解各类动态优化问题。3）在此基础上，考

虑到实际动态优化问题中的状态约束、控制约束以及混合状态控制约束等特点，

建立了引入光滑化罚函数法，提出了基于光滑化约束动态优化方法。4）最后，
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实现了其在有色冶金过程湿法炼锌除铜过程中的应用研究，对工业生产的稳定高

效高质具有重要指导意义。 

1.2 一类动态优化问题描述 

动态优化为减少生产消耗、满足安全要求、符合绿色生产、提升产品质量、

提高生产稳定性提供了方法框架。动态优化包括离线应用，如最优控制，轨迹规

划，非线性参数估计和优化反应堆和批处理过程，以及在线应用，如非线性模型

预测控制，非线性状态估计和动态实时优化等。动态优化通常是基于动态模型的

优化控制手段，其动态模型一般由微分代数方程（Differential algebraic equation，

DAE）来表述，用来描述系统的动态特性，如质量、能量或动量的随时间或空间

变化与守恒关系，如式（1-1）所示： 

( ) ( ) ( )

( )0 0

, ,t f t t t

t

 =    


=

x u x

x x
                           (1-1) 

其中 ( ) xn
t x 为 xn 维状态变量，系统的初始状态为 0x ， ( ) un

t u 为 un 维控制变

量，即有 un 条控制曲线需要求解。 

动态优化旨在优化一段时间内动态模型中的控制变量（操作变量），使得整

个生产过程性能指标达到最优，同时需满足除了系统 DAE 内在约束外，由执行

机构限制所带来的控制变量约束及由操作安全所带来的状态约束。本文仅考虑一

类常见的单目标、优化时长一定、带约束的动态优化问题，其数学模型描述如下： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0
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0

min , ,
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                (1-2) 

其中，目标函数 J 为预定的性能指标，其包括了在终端时刻的终端性能指标

( )ft 
 
x 和过程性能指标 ( ) ( )

0

, ,
ft

t
L t t t dt   x u （如时间最优、燃料最少、产量最

优等）。控制变量必须满足 ( )l ut u u u 。状态约束表述为 g。 0[ , ]ft t 为优化控制

时间区间。 

控制变量 ( )tu 是时间 t 的函数。状态变量 ( )tx 由微分方程(1-1)随时间发生

运动状态改变。控制变量 ( )tu 即可直接影响目标函数，也间接通过系统代数方程

微分方程对状态 ( )tx 产生影响，进而间接影响目标函数。综上，动态优化旨在找
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到一段时间内的最优控制变量轨迹 ( )*

0, , ft t t t  u ，使得预定性能指标 J 最优，

且同时满足控制变量约束与状态变量约束 g。 

1.3 动态优化方法研究现状 

动态优化方法是一种基于系统动态模型的优化控制方法，需要在无限维度上

解决随时间连续的最优控制和相关问题。动态优化方法主要可分为间接动态优化

方法、直接动态优化方法及智能动态优化方法等。 

1.3.1 间接动态优化方法 

最初提出的动态优化问题具有良好的解析性质，如最速下降线问题、最小面

积问题等，通常，通过古典的变分法即可得到其最优解析解[5]。变分法基于庞特

里亚金最大值原理，引入 Hamilton 函数，根据一阶最优必要性条件得到两点边

值问题，通过求解两点边值问题即能得到原动态优化问题严密而精确的解。如，

仅考虑以上无约束的动态优化问题标准形式，首先引入 Hamilton 函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ( , ,
T

H t x t t u t L t x t u t t f t x t u t = +                (1-3) 

式中 ( )t 是待定的 n 维向量函数，现假定 ( ) ( )* *,x t u t 为原问题解析解，则根据问

题最优性必要条件可得，对于无不等式约束问题，最优性条件可表示为一组微分

代数方程组，Hamilton 函数与 ( ) ( )* *,x t u t 需要满足如下条件： 

       

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

* *

* *

*

0 0

* *

*

* *

0

, , ,
, ,

, , ,

,

, , ,
0, ,

f

f

t t

f

H t x t t u t
x t f t x t u t

t

x t x

H t x t t u t
t

x t

x t t
t

x t

H t x t t u t
t t t

u t












=

     = =  

=

   = −


   =


       

       (1-4) 

式中，一般称 ( ) ( ) ( )( )1 ,...,
T

nt t t =λ 为共轭或伴随向量函数。如果函数

( ) ( )( , ,f t x t u t 关于系统状态变量 ( )x t 和控制变量 ( )u t 连续且二次连续可微，且

( ) ( ), ,L t x t u t  关于所有自变量连续且二次连续可微，则可通过求解上述方程组

来得到原动态优化问题的解析解，这种先找到最优解需满足的条件然后求解的方

法称之为间接解法。 



硕士学位论文                                                                                     第 1 章 绪论 

5 

 

在 1995 年，Richard[5]如何基于极大值原理处理具有纯状态变量约束和混合

状态变量约束的最优控制问题开展研究（纯状态约束是仅用状态变量和时间表示

的不等式约束，混合约束是对可能依赖于状态变量和时间的控制变量的约束），

并证明了状态不等式约束是连续函数空间中的约束，本质上具有无限大的性质。

因此，一个具有状态不等式约束的问题不可能在不损失信息的情况下简化为没有

状态不等式约束的问题。在 2000 年，Cervantes 和 Biegler[6]总结了有如单重打靶

法和多重打靶法等的多种方法求得两点边值问题最优解。间接法理论基础完善，

在求解较小规模及具有特定形式的动态优化问题上拥有精确、快速的优势。在但

其存在明显的局限性，其一，此方法需要系统变量和函数满足连续性和可微性；

其二，若考虑约束条件，需要引入更多的乘子和相关互补条件，上述方程的复杂

性增加，求解将愈加困难，甚至无法获得解析解，以至于仍然需要另外的数值解

法，反而失去了解析解的优势。而且，如果问题需要处理积极不等式约束，则通

常很难找到解析解[7][15][16][17]；其三，对于高阶系统来说应用其方法求解问题是很

困难的。在实际应用中，动态优化问题通常是高维、非线性、带控制约束和状态

约束的，此类间接解法在实际应用中受到很大的限制。 

1.3.2 直接动态优化方法 

直接法也称为数值解法。由于决策变量是一段时间内无限维的控制变量，因

此需要在时间域上进行离散化，将无限维的动态优化问题近似离散为有限维的优

化 NLP 子问题，然后采用传统最优化方法进行求解。根据离散程度的差别，常

用的两种离散策略为全部离散法，即同步策略、及部分离散，也称控制向量参数

化方法（Control Vector Parameterization, CVP）。 

同步策略，也称为全部离散化方法，即对状态变量和控制变量同时离散化。

此方法首先将优化时间区间划分为若干个子区间，在每个子区间（称为有限元）

上对状态变量和控制变量同时离散，在有限元上用基函数近似状态和控制轨迹，

DAE 系统将会被转化为一个 NLP 问题。这些基函数早期经常为简单的单项式函

数，后期又有了正交多项式（如 Legendre 或 Chebyshev 多项式）。如，利用拉格

朗日多项式在每一个配置点将微分方程转化为插值代数方程，然后将系统微分方

程约束转化为配置点处的残差方程，将代数约束转化为配置点处的代数约束，然

后构造成一个以离散配置系数和有限元（子区间）长度作为决策变量的 NLP 问

题，利用有效的 NLP 求解器即可求解，解到最优值后需进行仅一次微分方程数

值计算即可获得最优控制轨迹。同步策略亦称为正交配置法[18]，因为此方法选择

的配置点的位置是正交多项式的根。配置点通常是第一类或第二类契比雪夫多项

式的根，或者是 Gause、Radau 或 Lobatto 正交的基点。Betts 等人[19]用同步方法
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以及网格细化策略求解力学和航空航天中地球火星转移轨道和地球月球转移轨

道的案例研究。Kameswaran 等人[20]在同步策略中使用了 Radau 配置法，允许在

每个有限元的末尾设置约束，从而更有效地稳定高阶 DAE 系统，同时也缓解了

使用传统高斯配置法所带来的最优控制轨迹振荡的不好现象。Young[21]回顾了整

个 OC 方法，并展示了对涉及流体的边界条件的正确处理，证明了对通量边界条

件的适当处理可以将误差减少。OC 方法直接将 DAE 系统的求解与优化问题联

合起来，DAE 系统只在最优点运行一次，因此可以避免计算中间解所需的大量

计算；此外，他可以较好的处理约束问题，可以保证在配置点上不违反约束。但

此方法要求控制变量与状态变量在同一级别上同时离散，当所需解精度较高时，

产生的近似 NLP 问题规模呈爆炸式增长，需要特殊的大规模求解器，对初始解

的要求过高，不易高效求解。 

部分离散，也就是控制向量参数化方法，仅离散控制变量，是动态优化方法

中应用最广泛的数值计算法。1970年，Pollard等人[22]率先使用分段常量CVP法，

获得了精馏塔的离线最优控制轨迹的近似数值解。与以上全部离散化方法类似，

此方法首先根据指定的离散化网格对优化时间段进行切分，每一小段可用常数、

多项式等基函数进行近似拟合，则每小段控制在小时间段内轨迹连续，且可仅由

一个或多个有限维参数所表示。这样，求解最优控制轨迹的随时间无限维问题，

近似转变为有限维的最优参数选择问题，由此动态优化问题转化成了静态优化问

题，其近似程度取决于控制的参数化方法，即基函数选择与时间段分配。基于控

制参数化的方法有三大难点，一、如何高效准确求得转换后非凸 NLP 问题的最

优解；二、如何确定离散网格能同时保证精度和计算效率；三、如何满足控制变

量和状态变量过程约束。 

1) 在转换后 NLP 问题的求解方面，由于 CVP 方法只离散化控制变量，因

此需要在每次迭代中将分段时间连续的控制变量代入 DAE 系统中，方可求得系

统状态变量，才可判断其对应状态变量是否满足约束，判断其对应目标函数好坏。

由于在实际生产过程中，动态系统通常是非线性、强耦合、多约束的系统，其对

应动态优化问题也通常是多局部极值、适应值函数曲面平坦等特点。早期主要采

用数学规划算法，例如最速下降法、共轭梯度法、高斯牛顿法、BFGS 法（Broyden-

Fletcher-Goldfarb-Shanno），信赖法，SQP 算法（Sequential Quadratic Programming）

[45]等，此类算法具有收敛速度快和求解精度高的优点，但存在难以选取的初始点

和容易陷入局部极值的缺陷。2003 年，Cruz[46]对多峰动态优化问题的研究表明，

基于梯度信息的 CVP 方法很多时候只能找到局部最优控制轨线。在实际生产过

程，动态优化问题通常具有非线性、多约束、强耦合、不连续、不含显示描述等

特性，因此通常选用直接法求解，即将随时间连续的无穷维问题离散化为非线性
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规划子问题 NLP，NLP 的求解效率和精度极大的影响了动态优化最优解的求解

效率和精度。许多动态优化方法在求解离散后形成的 NLP 子问题时，常依赖于

梯度信息进行优化，尽管其具有收敛速度快，收敛精度高的特点，但当待求解动

态优化问题为多峰值类型时，该类算法常常收敛到局部最优解。近年来，智能算

法在动态优化领域中有较为广泛的研究和应用。 

随着人工智能学科的不断发展，涌现了一大批以遗传算法（Genetic algorithm, 

GA）[47]、差分进化算法（Differential evolution, DE）[48]、粒子群算法（Particle 

swarm optimization, PSO）[49]等为代表的智能进化算法。该类优化算法充分利用

生物学、心理学等知识在优化问题求解过程中模拟人类活动或生物寻找食物的自

然现象寻找最优解。与传统优化算法一致的是，智能进化算法同样通过迭代实现

寻优，不一致的是，此类算法不需要计算优化问题的梯度信息，其迭代过程仅依

赖于目标函数适应值，其能够避免停滞在导数为零的局部极值点，降低对初值解

的敏感度，在求解多峰问题时能更大概率的找到全局最优值。 

在遗传算法方面：2007 年，Pham[51]在 GA 中引入渐进步长递减策略，并使

用因子实验和粗糙统计来分析算法参数，并用其求解动态优化问题。Pham[53]又

于 2012 年提出了基于因子实验和模糊逻辑的 GA 参数设置方法，旨在平衡收敛

速度、鲁棒性(对每个问题的一致性性能)和通用性(对许多不同问题的适用性)。

2011 年，Wongrat[57]等人基于控制向量参数化方法和求解混合整数动态优化问题，

该问题的整数部分反映了工艺方案，而动态部分则来源于非线性微分代数方程描

述了稻谷的干燥特性，并采用遗传算法求取其混合整数 NLP 问题，最后应用于

大米干燥过程。2013 年，钱锋等人[59]基于控制向量参数化方法和迭代遗传算法

用来求解化工过程动态优化问题，此算法将不可行解信息嵌入到评价函数里来解

决动态优化问题约束，此算法具有一定的鲁棒性并且适应于梯度未知情况。 

在粒子群算法方面：2012 年，孙帆、杜文莉等[58]提出了具有局部寻优算子

的改进差分进化算法，求解了补料分批式生化反应器的动态优化问题。2013 年，

陈旭、杜文莉等人[60]提出了混合梯度粒子群算法来优化 NLP 子问题，并求解了

奇异控制问题、多模态问题、高维问题、以及约束问题等多种形式的动态优化问

题。2014 年，周游、刘兴高等人[62]为了提高搜索效率和收敛速度，引入并提出

具有参数更新的 PSO，提出了一种基于控制参数的自适应粒子群优化方法（CP-

PSO），并求解了三种经典的动态优化问题。2016 年，张盼盼、刘兴高[61]等人对

群智能动态优化方法进行研究，其阐述了以细菌觅食、杂草入侵、粒子群为基础

的三种智能动态优化方法，并研究了综合了 PSO 和差分搜索算法的混合型智能

动态优化算法，此外，还提出了基于多目标粒子群算法的动态优化方法并证明其

在 Pareto 前沿面上良好的收敛性能和分布性能。 



硕士学位论文                                                                                     第 1 章 绪论 

8 

 

在其他智能进化算法方面：2005 年，Faber 等[50]利用模拟退火算法（Simulated 

annealing, SA）来进行动态优化，成功求取非线性间歇反应器最大产量动态优化

问题、简化的单压联合循环发电厂快速增加负荷的动态优化问题。2008 年，

Asgari[52]研究了区域收缩策略（RRS），用非线性高阶多项式逼近策略来求解动态

优化问题，其使用上一次迭代的最优解作为基准解来产生下一次迭代的收缩区域

来获得更高精度，并采用蚁群算法（Ant Colony Optimization, ACO）求解 NLP 子

问题。2010 年，刘宗其、钱锋等人[54][55][56]利用基于知识改进文化算法对化工过

程动态优化问题进行有效求解。 

智能进化算法在解决各类工程实际动态优化问题上取得了较好的成效，该类

算法不需要计算梯度信息，不要求显示描述，因此适应性更广泛，不依赖初始点，

更有利于处理实际多峰值、不连续的复杂动态优化问题。但进化算法求解相对耗

时，因此算法求解总体花费时间长，效率低，难以满足秒级实时优化要求。 

2) 对于离散网格确定问题，1996 年、1997 年，Tanartkit 等[23][24]将双层优化

应用到动态网格的求取中，他们将动态优化问题转变为两层，外层优化控制区间

的长度或者时间点，内层则在外层确定动态网格情况下，求取最优问题的解。1997

年，Waldraff[85]基于曲率信息来增补网格点，确定网格点个数。1999 年，Teo 等

[25]提出了著名的 Time-Scaling 方法，在优化控制值的同时优化每一段子区间的时

间长度，其子区间总和需为总优化长度，在求解得到最优控制参数的同时获得此

分段数下的最佳的控制网格。2003 年，Srinivasan 等[26]研究了最优控制的子区间

控制轨迹与最优必要条件之间的关系，并将必要条件划分为约束和灵敏度两部分，

提出了基于灵敏度的自适应 CVP。1997 年，Schlege 等[27]提出一种基于小波的自

适应网络划分的 CVP 法，在迭代过程中通过对上一步解的小波系数来调整时间

网格的划分，对某些时间网格进行细化或合并。2014 年，Assassa 等[28]将小波自

适应法用于 CVP，并将其应用于动态不稳定的 HIPS 聚合过程。2014 年，针对

工业过程，陈旭等人[29]提出了新的非均匀动态离散化的动态优化框架，此方法将

离散时间长度和对应值（采用分段常数近似）作为决策变量同时优化，并通过归

一化对整个优化时间段进行映射，用以避免所有时间段相加需要等于原时优化时

长的约束。2016 年，李国栋等[30]提出了基于斜率的自适应 CVP 方法，方法核心

思想为先给定一个粗糙控制网格，然后再根据控制节点左右斜率值增删网格节点。

2016 年，刘平等[31]基于经验模态分解的时间网格重构 CVP 方法，该方法对控制

参数信息提取趋势项信息用以重构时间节点。2017 年，王立伟等[32]提出了一个

新的基于灵敏度的自适应控制向量参数化方法，并应用于生物反应过程的动态优

化上。 

3) 对于约束处理问题，1971 年，Jacobson 等[33][34]提出了松弛变量法，该方
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法利用松弛变量将具有状态变量不等式约束的问题转化为具有更高阶微分方程

的更高维无约束问题。但该方法对控制变量有约束或状态控制耦合约束存在的情

况下较难求解，当状态不等式约束多于控制变量时甚至无法用松弛变量法求得

[35]。此外，较常用的约束处理方法有外罚函数法和内点约束法[36][37]，该类方法直

接将不等式约束转为为离散点约束，并将约束惩罚项以某种形式增广到原目标函

数。1998 年，Barton 等[35]在论文中提出一个波动指数算法，该算法通过在每一

代中不断检测初值问题求解过程中约束的积极性，利用伪导数法求解得到高阶

DAE 及其相关灵敏度。2005 年，Vassilliadis 等[38]提出了基于分段离散有限迭代

ε-收敛策略来处理不等式路径约束，该方案将在给定容差 ε 下的有限次迭代中收

敛。近期，Teo 等人通过光滑化精确罚函数方法[39][40][41][42][43][44]，缓解 max 处理

状态不等式约束或状态控制耦合不等式约束所带来的不连续问题，同期涌现了大

量光滑化罚函数方法来处理不等式约束问题。 

1.4 论文研究内容与结构安排 

本研究是在国家自然科学基金项目课题“有色冶金级联反应器不确定动态优

化方法”（61873285）、国家自然科学基金青年科学基金“基于分布式状态转移算

法的有色冶金过程系统辨识方法研究”（61503416）、中南大学创新驱动计划“流

程工业过程数据建模与分布式优化方法研究”（2018CX012）和中南大学研究生

科研创新项目（2017zzts487）的资助下开展的。 

动态优化是实现生产过程稳定运行、节能降耗、挖潜增效的重要手段。随着

对动态优化问题的研究深入，发现实际动态优化问题主要有非线性、高维、多控

制变量、多约束等特点，以 CVP 为基础的数值动态优化方法在实际问题中应用

十分广泛。本论文在以 CVP 为离散方法的基础上，深入分析了影响动态优化方

法效率和精度的三大难点，1）如何求得 CVP 转换后多模态非凸 NLP 问题的最

优解；2）如何确定最优离散网格同时保证求解精度和计算效率；3）如何满足控

制变量和状态变量过程约束。考虑到状态转移算法作为新型智能算法具有良好优

化性能，因此，本文针对以上三大难点问题展开基于状态转移算法的动态优化方

法研究工作。研究内容主要包括： 

本文针对工业生产实际动态优化问题，对一类常见的单目标优化时长固定，

有约束的动态优化问题求解方法做深入研究。首先，在控制参数化离散方案下，

考虑到实际动态优化问题的强非线性、多模态特点，本文首先采用均匀划分控制

参数化处理其动态特性，随后引入并改进了全局智能算法状态转移算法，并提出

了基于变尺度状态转移算法的动态优化方法。针对均匀划分下逼近精度和计算效

率之间的矛盾，提出了具有部分移动非均匀划分方案的自适应动态优化方法；同
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时，设计了混合梯度状态转移算法，最终能高效、准确和快速地求解具有不同结

构的无约束动态优化问题。接下来，考虑到实际动态优化问题中的状态约束、控

制约束以及混合状态控制约束等特点，引入了光滑化罚函数方法，提出了基于状

态转移算法的光滑约束动态优化方法。最后，本文以湿法炼锌除铜过程最优控制

问题为研究对象，建立了基于质量守恒的最小化锌粉添加量的动态优化问题模型，

采用基于状态转移算法的约束动态优化方法实现有效求解，最终达到了原料节约、

工况稳定的目标。本文共包括五章内容，各章节主要内容如示意图 1-1 所示。 

第二章：
基于变尺度状态转移算法
的均匀划分动态优化方法

第三章：
基于混合状态转移算法的
非均匀划分动态优化方法

第一章：绪论

论

文
结

构
与
安

排

均匀划分CVP 变尺度状态转移算法

基于变尺度状态转移算法的均匀动态优化方法

非均匀划分CVP 混合状态转移算法

基于混合状态转移算法的非均匀动态优化方法

第四章：
约束动态优化及在除铜过
程优化控制中的应用

除铜动态优化问题 光滑化罚函数法

基于状态转移算法的约束动态优化方法

研究背景及意义 动态优化问题描述

动态优化研究现状 研究内容与安排

第五章：
总结与展望

研究工作总结 后续工作展望
 

图 1-1 论文整体结构框图 

第一章：绪论。介绍了动态优化的研究背景与意义，描述了动态优化问题基

本概念。论述了动态优化方法的分类及其国内外研究现状，重点介绍了数值型动

态优化方法和智能动态优化方法的研究现状，为后续内容开展奠定基础。 

第二章：基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法研究。本章详细

阐述了 CVP 方法的基本原理，首先采用了均匀划分策略将动态问题转换为静态

优化问题，随后针对其复杂、非凸、多模态特性，引入状态转移算法进行求解。

其间，分析了状态转移算法原理和参数，提出了具有自适应参数策略的状态转移

算法。最后，通过经典实例验证了该方法求解非线性动态优化问题的全局性。 

第三章：基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法研究。本章首先

深入分析了均匀离散方案下，离散程度与求解效率的矛盾问题，分析了两种非均

匀离散方案优劣，提出了部分离散网格非均匀离散 CVP 方法；接着，针对算法
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求解效率问题，提出了混合梯度状态转移算法（HSTA）；随后，综合以上两种方

法提出了基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法（ndCVP-HSTA）；

实验测试证明了该方法能高效获得高精度控制曲线。 

第四章：动态优化在湿法炼锌除铜过程最优控制的研究。本章首先从工艺角

度出发分析了除铜过程的动态特性。随后，根据其效用指标、执行器约束、工况

约束、动态系统约束等，构建了除铜过程动态优化问题。紧接着，考虑到存在的

状态变量约束，在以上无约束优化方法基础上引入光滑化罚函数法，提出了基于

ndCVP-HSTA 的光滑约束动态优化方法；最后，两个经典约束动态优化问题表明

了方法的可行性。随后，应用该方法成功求解了除铜过程动态优化问题，实现了

工艺过程工况稳定、节能降耗的目标。 

第五章：结论与展望。对本论文研究工作进行简括，总结研究不足点，提出

下一步研究。 
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2 基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法 

实际工业动态优化问题多具有非线性、多模态、不连续、不含显示描述等

特点，因而在学术与工业实际上经常采用控制变量参数化（CVP），根据某种划

分方案参数化控制变量，随之将原问题转变为高维非凸非线性规划（NLP）问

题。状态转移算法是一种新型的智能型全局优化算法，在各个优化领域展现了

较好的全局搜索能力和较快的收敛性能，在处理动态优化问题参数化后带来的

非凸 NLP 上具有潜在优势。本章将介绍 CVP 的基本原理，首先采用均匀划分

参数化方案，在处理非凸 NLP 问题上，介绍、分析并改进了状态转移算法，并

且提出了一种基于改进状态转移算法的均匀划分无约束动态优化方法。 

2.1 均匀划分控制向量参数化策略 

动态优化问题需要求解在时间上连续的控制变量轨迹，由于实际工程问题复

杂，往往无法求得最优解析解，因此常用控制变量参数化方法来求得数值解。CVP

方法的核心思想就是将无限维的控制变量轨迹用有限维的参数来拟合描述，将无

限维最优轨迹问题转变为有限维最优参数问题或 NLP 问题。 

2.1.1 控制向量参数化 

CVP 通常包含两部分：1）首先将待优化时间区间划分为若干个子区间，2）

其次在每个子区间中将控制变量以某种基函数近似。由此控制变量在优化控制区

间上被划分为有限个子区间，每个子区间的时变控制曲线由有限个参数的基函数

逼近。常见的基函数有常函数、线性函数、二次函数等，如图 2-1 所示。 

( )u t

t
1t 2t 3t 4t 5t ft

0t

1c

2c

1k

2k

3k

1q

2q

3q

4q

5q

6q

4k

1 2 3 4 5 6

 

图 2-1 不同基函数下的控制向量参数化 

如图 2-1 所示，在已给定离散时间区间下，即 0 1 2 3 4 5[ , , , , , , ]ft t t t t t t ，不同的基

函数有不同的参数表达。1）以常函数作为基函数，则在一个子区间仅需要优化

一个决策变量，如在 0 1[ , ]t t 时间段内的控制变量可由 1c 表示；2）以线性函数作为
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基函数，则在一个子区间则需要优化两个决策变量，如在 2 3[ , ]t t 时间段内的控制

变量可由 1k 与 2k 决定。3）以二次函数作为基函数，则在一个子区间需要优化三

个决策变量，如在 4 5[ , ]t t 时间段内的控制变量可由 1q 、 2q 与 3q 决定。在实际使用

时，用何种基函数取决于所需控制曲线的连续性、光滑性、跳变性等具体要求。 

分段常数的近似策略是最基本最常用的近似策略。其一、由于计算机只能处

理数字信号，且其处理有一定的精度，在此精度下，计算机的输出信号都是分段

常量信号，而不能直接输出线性、二次型信号[63]。其二，分段常数近似方案以其

控制值作为决策变量，用分段恒定信号实现控制。因为实现有限长度的恒定输入

值通常比实现连续变化的控制信号容易得多，因此其因简单有效而被工业和学术

界普及。其三，在许多实际控制问题中（如 bang-bang 控制问题），真正的最佳控

制确实是分段常数函数。其四，分段常数近似方案的其他优点包括其强大的收敛

特性和处理非标准最优控制问题的灵活性[64]。因此，本文仅考虑分段常数拟合的

参数化方法。 

在分段常数近似方案下，以控制向量 ( )u t 为例。在一定离散网格之下，时间

区间 0[ , ]ft t 被时间点 it 分为 p 个子区间 i ，其中离散时间点满足如下表达式： 

  0 1 2 3 ... .p ft t t t t t     =                   （2-1） 

离散化后，子区间内控制曲线如下所示： 

1( ) ( ) , [ , ), 1,..., ,p k k ku t u t t t t k p −= =  =              （2-2） 

其中 k 是第 k 段 1[ , )k kt t− 的控制值。则整个控制区间的近似控制曲线为： 

( )
1[ , )

1

( | )
k k

p

p k t t

k

u t t 
−

=

=ξ ， [0, ),t T            （2-3） 

( ) ( )1 ,...,
T

TT

p  =
  

ξ ,                   （2-4） 

( )
1

1

[ , )

1

1,   [ , ),
:

0,   [ , ),k k

k k

t t

k k

if t t t
t

if t t t


−

−

−


= 


，                   （2-5） 

可以注意到， ( | )pu t ξ 在时间节点 , 1,..., 1it t i p= = − 上转变控制值，因此这些时间

节点通常称之为切换时间点（Switching times）。 

2.1.2 均匀划分控制向量参数化 

每个离散网格点之间的距离可以相等，即均匀划分（uniform discretization），

或不相等，即非均匀划分（un-uniform discretization），如图 2-2 所示。均匀划分

方案只需要决定分段数 N 即可确定每个控制子区间的长度或离散网格点的位置，

随即求取对应控制子区间内控制参数即可得到此方案下近似最优控制轨迹。但均
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匀离散化方案不适应于有奇异弧的控制曲线，最优控制曲线拟合精度的上限较低。

非均匀离散化方案同时优化切换时间点，能在一定程度上提高解的自由度，改进

解精度，但其将带来控制变量增多或反复精细化迭代时间长等缺点。 

1t 2t 3t 4t 5t ft
0t 1t 2t 3t 4t 5t ft

0t  

(a) 均匀划分（udCVP）                    (b) 非均匀划分（ndCVP） 

图 2-2 不同划分方案下的控制参数化时间网格 

基于均匀划分的动态优化方法是所有动态数值型动态优化的基础，一则因为

均匀划分较简单基础，便于优化；二则实际操作方便，便于执行。因此我们先采

用基于均匀划分的动态优化方法。 

本章旨在先求解无约束动态优化问题，为接下来研究做铺垫。具体来说，无

约束指无与状态相关约束，考虑一般无约束优化问题，其表达式如下： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0 0

0

min , ,

, ,

f

l u

t

f
tt

f

J t L t t t dt

t f t t t

t

t

t t t

 = +    

=   

=

 

 

u
x x u

x u x

x x

u u u

                (2-6) 

其中， ( ) xn
t x 为 xn 维状态变量，系统的初始状态为 0x ， ( ) un

t u 为 un 维控制

变量；目标函数 J 为预定的一个性能指标。控制变量必须满足 ( )l ut u u u ；终

止时间 ft 为固定常数。 

在均匀、分段常数的近似方案下，且假设 un 个控制轨迹均遵循同一个离散化

方法，则原动态优化问题目标函数可离散化为： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

11

0 0

0

min | , | ,

, ,

, 1,...,

k

ki

l u

p
t

k

f
t

k

i

i u

f

J t L t t dt

t f t t

t

i n

t t t

 
−=

   = +   

=   

=

  =

 

ξ
x ξ x

x ξ x

x x

u ξ u

         (2-7) 

其中决策变量为 , 1,..., , , 1,...,i u i ui n i n= =ξ ξ ，维数为 un p ，则问题转变为：找出 un

个 p 维向量ξ使得目标函数 J 最小，其中决策变量仍需满足原始约束。 
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综上，最初无限维的动态优化问题近似为有限维的 NLP 问题，经过研究，

当 p 无限大、子区间数趋近于无穷时，此近似问题最优解无限收敛于具有任何形

态结构的原动态优化问题最优解，其相关证明可见参考文献[65][66]。 

离散化程度决定了 NLP 最优解与原问题最优解的近似上限，那么 NLP 求解

器的求解能力决定了最终数值解接近 NLP 最优解的程度。传统基于梯度的优化

算法，其收敛速度快，局部收敛精度高，但该类算法常常收敛到局部最优解。近

年来，智能算法在解决各类工程实际问题上取得了较好的成效，该类算法适应性

广泛，全局搜索能力较强等优点，在处理实际工业动态优化问题上有着独特的优

势。以下介绍一种新型智能优化算法——状态转移算法。 

2.2 状态转移算法简介 

状态转移算法是一种新型的随机性全局优化算法[8]，并已被证明能有效求解

各类优化问题，如无约束优化问题[67]、有约束优化问题[68]、整数优化问题[69]、一

般离散优化问题[70]、线性双层优化问题[71]等，同时在多种应用中展现了较优的求

解性能，如 PID 控制器整定问题[72]，图像多阈值分割问题[73]，湿法炼锌沉铁过

程多目标优化控制问题[74]等问题。 

2.2.1 状态转移算法原理 

在状态转移算法的思想中，最优化问题的解被视为一个状态，那么解的更新过程

则可视为状态转移。随着迭代次数的增加，解将会由特殊设计的四个算子逐渐的

转移到最优点。一般来说，状态转移算法中候选解产生的统一框架如下： 

1

1 1( )

k k k k k

k k

u

y f

+

+ +

= +


=

x A x B

x
                            (2-8) 

其中， kx 代表当前状态，对应最优化问题的具有一定维度的当前解； kΑ 和 kB 为

状态转移矩阵，一般设计为随机矩阵，可以看成是最优化算法中的算子； ku 为当

前状态 kx 及历史状态的函数； ( )f  为目标函数或评价函数。 

状态转移算法的优越性能主要由其特殊设计的、有一定几何意义的状态转移

算子及其邻域采样决定。在连续状态转移算法中， n

k x 是一个n维连续变量，

在此设计了四个特殊的状态变换算子：旋转变换、平移变换、伸缩变换、坐标变

换来产生候选解。 

1）旋转变换（Rotation transformation，RT） 

1

2

1
+k k r k

kn
+ =x x R x

x
                            (2-9) 
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其中， 为旋转因子，是一个正常数， n n

r

R 是一个每一个元素服从[ 1,1]− 的

均匀分布的随机矩阵。
2
表示向量的二范数，n 为维数。 

2）平移变换（Translation transformation，TT） 

1
1

1 2

k k
k k t

k k

 −
+

−

−
= +

−

x x
x x R

x x
                           (2-10) 

其中， 为平移因子，是一个正常数， n n

t

R 是一个每一个元素服从[0,1]的均

匀分布随机矩阵。 

3）伸缩变换（Expansion transformation，ET） 

1k k e k+ = +x x R x                                 (2-11) 

其中，为伸缩因子，是一个正常数， n n

e

R 是一个随机对角矩阵，它里面的

每一个非零元素服从均值为 0、方差为 1 的高斯分布。 

4）坐标变换（Axesion transformation，AT） 

1k k a k+ = +x x R x                                   (2-12) 

其中， 为坐标因子，是一个正常数， n n

a

R 是一个随机对角稀疏矩阵，它只

在某个随机位置有非零元素，其非零元素服从高斯分布。 

2.2.2 状态转移算法流程 

综上，STA 从当前最好解出发，利用变换算子产生邻域、从邻域中采样形成

候选解样本、选择并更新形成下一个状态最好解。其算法具体步骤如图2-3所示： 

Step 1:设置算法参数
max min

= , , , , ,fc SE     ；令 0k = ；随机产生一个具有一

定维度的初始解 0Best 。 

Step 2:利用 ET 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与 kBest 进行贪婪

更新。如果更新成功，则利用 TT 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与

kBest 进行贪婪更新； 

Step 3: 利用 RT 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与 kBest 进行贪婪

更新。如果更新成功，则利用 TT 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与

kBest 进行贪婪更新； 

Step 4: 利用 AT 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与 kBest 进行贪婪

更新。如果更新成功，则利用 TT 变换基于 kBest 产生 SE 个候选解，候选解与

kBest 进行贪婪更新； 

Step 5: 置 1k k= + ，如果
min

  ，置
min

 = ，否则置 fc  ，然后重返

Step2 直到终止条件满足。 

其中终止条件一般为最大迭代次数。基本连续状态转移算法的默认参数如下: 
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表 2-1 算法默认参数 

参数 值 

max  1 

min  0.0001 

  1 

  1 

  1 

fc  2 

SE  30 

k=0，当前最优解Best0

对Bestk进行伸缩变换，
采样选出下一个Bestk

对Bestk进行旋转变换，
采样选出下一个Bestk

对Bestk进行坐标搜索，
采样选出下一个Bestk

更新参数α

满足特定停止准则？

k=k+1

结束

开始

N

Y

设定算法参数、初始化

       

对当前Bestk进行旋转变换，
取α=1，采样个数SE

从SE个候选解中选出最佳解
newBest，计算其目标函数值fGBest

结束

开始

oldBest=Best, fBest=f(oldBest)，
flag=0

fGBest<fBest ?

Best=newBest, fBest=fGBest

对Best, oldBest进行平移变换操作，
取β=1，采用个数SE

N

Y

flag=1

flag=0?

Y

N

 

a) 基本连续状态转移算法整体流程图            b) 旋转算子流程图 

图 2-3 基本连续状态转移算法流程图 

其中， kBest 为当前最优解。由此流程图以及算法步骤 Step 2、3、4 中，对

当前最优解顺序执行伸缩变换与更新、旋转变换与更新、坐标变换与更新。值得

注意的是，平移变换算子嵌入了伸缩、旋转、坐标变换中，实现进一步的细化搜

索。右图展示旋转变换操作流程图来示意各算子使用规则。 

2.3 变尺度状态转移算法 

本节首先分析了状态转移算子性能及其影响因素，为了提升算子全局搜索和

局部搜索性能，提出了一种变尺度状态转移算法，其能根据算法搜索性能动态更

新算子参数，扩大或缩小搜索尺度。随后，提出了基于变尺度状态转移算法的动

态优化方法。 

2.3.1 状态转移算子性能分析 



硕士学位论文                                第 2章 绪论基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法 

18 

 

STA 为智能进化算法，在每次迭代过程中，基于当前最优解根据四个核心算

子循环搜索、采样更好解，并以贪婪准则进行更新，达到一步步转移到全局最优

解的目的。一个好的算法需要兼顾全局最优性能和局部最优性能，因而 STA 中

的四个核心算子各有侧重点，如旋转变换算子和转移算子旨在提高算法的局部精

细化搜索能力，伸缩算子和坐标算子旨在保证算法的全局搜索性能。算子功能的

实现由其特殊的概率变换矩阵和参数所决定，具体性能分析如下： 

1）旋转变换（Rotation transformation，RT） 

对于旋转变换算子，假设当前状态 [1,2]k =x ，旋转因子 α = 1, 利用旋转变换

算子产生 SE=2000 个候选解，则可产生如下图 2-4 所示的候选解邻域，其中“*”

代表候选解。其特性为：a）由旋转算子表达式可知，当前最好解确定时，最终

候选解等于当前解再加增量 ˆ
r k R x ，其中 = n  为常数，ˆ

k k k=x x x 为 kx 的

单位向量， ˆ
r kR x 为 n 个以 ˆ

kx 各维度值为均值的均匀分布相加， rR 中各值为[-

1,1]均匀分布，因而其各维度增量符合同一分布；b）旋转算子可以产生一个以当

前最好解为中心的正方体邻域；c3）此变换每次产生候选解范围一定。当前最好

解变更为 [1,100]k =x 时，所产生候选解仍在以当前最优解为中心，边长为小于

的超立方体内搜索的功能；d）由此，此算子具有局部搜索功能，旨在当前最优

解附近精细化搜索。 

 

图 2-4 当前最优解为（1，2）（左）和（1，100）（右）旋转变换候选解邻域 

2）平移变换（Translation transformation，TT） 

对于平移变换算子，假设当前状态 [1,2]k =x ，之前最好解为 -1 [0.5,0.5]k =x ，

平移变换因子β = 1，利用平移变换算子产生SE=100个候选解，则可产生如下图

2-5所示的候选解邻域，其中“*”代表候选解。其特性为：a）由公式可知，当之前

最优解 1k−x 和当前最优解 kx 确定时，最终候选解等于当前解再增量 ˆ
t k  R u ，其

中 ˆ
ku 为 1k k−= −u x x 的单位向量， tR 内各元素符合[0,1]内均匀分布；b）由此，利

用平移变换算子可产生一个沿着 ˆ
ku 方向，以当前最好点 kx 为起点，最大延伸范
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围欧氏距离为  的线型候选解“邻域”；c）此变换每次产生候选解范围一定，如

之前最好解不变，当前最好解变更为 [1,100]k =x 时，所产生候选解仍限在欧氏距

离为  的区域，但前后两次最优解可以决定候选解区域位置。d）由此，平移变

换算子旨在启发式的提高算法的局部搜索性能。 

 

图 2-5 当前最优解为（1，2）（左）和（1，100）（右）下平移变换候选解邻域 

3）伸缩变换（Expansion transformation，ET） 

对于伸缩变换算子，假设当前状态 [1,2]k =x ，利用伸缩变换算子产生

SE=2000 个候选解，如图 2-6 所示由“*”表示。其特性为：a）由于最终候选解为

当前解再加 e k  R x ，其中为常数， eR 为符合高斯分布的对角矩阵，则所加增

量 e k R x 在每一维上符合均值为 0、方差为 2 2

k  x 的高斯分布，记为 ( )2 20, kN   x 。

b）因而伸缩变换可以产生一个以当前最好解为中心的类似椭球形状邻域，新候

选解 x 在每一个维度上中间值多，边缘值少。c）此变换在概率意义上具有使得

kx 中每个元素伸缩变换到 ,− + 的全局搜索功能，如当前最好解 [1,100]k =x 时，

利用伸缩算子，在第二维度上可大概率搜索到 200,400− 的区域，搜索范围受当

前最优解影响较大。d）由此，伸缩变换算子旨在提高算法的全局搜索性能。 

 

图 2-6 当前最优解为（1，2）（左）和（1，100）（右）下伸缩变换候选解邻域 

4）坐标变换（Axesion transformation，AT） 
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对于坐标变换算子，假设当前状态 [1,2]k =x ，坐标变换因子 δ= 1，利用平移

变换算子产生 SE=200 个候选解，则可产生如下图 2-7 所示的候选解邻域，其中

“*”代表候选解。其特性为：a）由于最终候选解为当前解再加 a k  R x ，其中 δ

为常数， aR 为符合高斯分布的对角矩阵，则所加增量 a k  R x 仅在某一维度上有

值，其余均不变，且此维上符合均值为 0、方差为
2 2

k  x 的高斯分布，记为

( )2 20, kN   x 。b）因此坐标所搜算子可以产生一个以当前最好解为中心的坐标轴

方向邻域，新候选解每次只在一个维度上有改变，理论上能随正态概率分布于

 ,− + ，拥有坐标轴上的单维搜索能力。c）如当前最好解 [1,100]k =x 时，利用

伸缩算子，在某一维度上可因大方差搜索到 200 300− 的区域。与伸缩变换类似，

此变换搜索范围受当前最优解数值影响较大。d）由此，坐标变换算子旨在提高

算法的单维全局搜索性能。 

 

图 2-7 当前最优解为（1，2）（左）和（1，100）（右）下坐标变换候选解邻域 

2.3.2 搜索尺度自适应策略 

基本状态转移算法中，旋转变换算子和转移算子旨在提高算法的局部精细化

搜索能力，伸缩算子和坐标算子旨在保证算法的全局搜索性能。伸缩变换和坐标

变换能随当前最优解而获得大方差，使得有概率拓展到远离当前最优解的区域，

而旋转算子和平移算子的邻域拓展范围总有限制，其范围完全受其内部算子参数

旋转因子 α、平移因子 β 决定。同 SE 个样本点下，α、β 增大则局部搜索尺度增

大。局部搜索尺度越大，则有概率搜索到更远地方更优解，有利于加快收敛速度；

局部搜索尺度越小，则有利于局部精细化搜索。 

基本状态转移算法的旋转因子 α根据迭代次数在一定范围 1e 4,1− 内循环减

小，而在整个优化过程中，平移因子 β 保持不变，限制了基本状态转移算法的局

部收敛性能。SE 一定时，若变换因子过大，则局部搜索算子较低概率产生当前

最优解附近的更优解，优化后期难以收敛到局部极小点，细调难以实现；若变换

因子过小，则局部搜索算子每次细调步长太小，每次迭代下降相对进步小，优化
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速度慢。为了提高局部收敛能力，达到较高优化精度和较高优化速率，本节提出

了一种搜索尺度自适应策略，将根据历史最优来自适应的更新局部搜索算子的范

围参数。 

首先，定义一个计数器 c 用来记录相对最近两次最优值（求最小值问题）的

相对改进量级，如下： 

1max(0, 1),          if  ( ) ( )

max(0, 1),                                                else

k kc f f
c

c

−− − 
= 

+

Best Best
，       (2-13) 

这里，τ 是一个指定的较小值，为 10-4， (Best )kf 是第 k 次迭代的最优值。由此可

知，如果两次迭代有较大改进，则 c-1，若两次迭代有较小改进则 c+1。 

随后更新旋转因子 α 及平移因子 β，如下 

1

2

,      

1
,      

,       

fc if c C

if c C
fc

else



 



  



=  



，                           (2-14) 

1

2

,      

1
,      

,       

fc if c C

if c C
fc

else



 



  



=  



，                           (2-15) 

其中， 1C 和 2C 表示计数 c 的上下阈值，fc 为衰减因子（通常取 2）。 

旋转因子 α 及平移因子 β 的更新方式一致。由于算子随机性，只有在足够代

数下同样现象一直发生的情况下，才改变搜索因子，改变搜索邻域范围。如果计

数器小于 1C ，则说明一直有足够大的进步，那么搜索因子将乘以 fc，以扩大邻域、

加快优化速率；如果计数器大于 2C ，则说明在此搜索因子决定的搜索范围内找到

更优解概率较低，则因子将除以 fc，缩小邻域，以促进更精细化的局部搜索，直

至找到足够精度下的局部极小值点。其中 1C 和 2C 取 4 和 9。值得注意的是，旋转

因子 α 和平移因子 β 不可以无穷大或无穷小，他们均有设定范围以防止邻域过

分扩张或过分细微搜索。旋转因子 α 的范围设定为 1e 4,1− ，平移因子 β 的范围

设定为 0.1,10 ，由此可知，旋转算子仍然更倾向于细微搜索，而平移因子更保

持着一定大小的邻域来维持收敛率。 

2.3.3 变尺度状态转移算法步骤 

具有自适应参数的变尺度状态转移算法（State transition algorithm with 

variable-metric strategy, vSTA）的算法步骤如下： 

Step 1：初始化：在可行域内随机产生初始解 0Best ；设置算法参数，包括
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max min max min, , , , , , fc       = = 和 SE;设置 0, 0k c= = ； 

Step 2：伸缩变换：基于当前最优解 kBest 用 ET 算子产生 SE 个候选解，根

据贪婪准则更新当前最优解，如果有当前最优解有更新，则用 TT 算子产生 SE

个候选解并更新最优解； 

Step 3：旋转变换：基于当前最优解 kBest 用 RT 算子产生 SE 个候选解，根

据贪婪准则更新当前最优解，如果有当前最优解有更新，则用 TT 算子产生 SE

个候选解并更新最优解； 

Step 4：坐标变换：基于当前最优解 kBest 用 AT 算子产生 SE 个候选解，根

据贪婪准则更新当前最优解，如果有当前最优解有更新，则用 TT 算子产生 SE

个候选解并更新最优解； 

Step 5：参数更新：利用公式(2-1)更新旋转因子 α 及平移因子 β； 

Step 6：终止：如果 α 及 β 超过其边界值，则等于边界值；如果最大迭代次

数或最小相对进步等终止条件未达到，则使 1k k= + ；否则终止， kBest 则是所求

问题最优解。 

2.4 基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法 

由于工业生产实际动态优化问题常具有多峰值、不连续的特性。基于 CVP

离散的数值动态优化方法较解析法更适合求解此类问题。CVP 方法提供了具有

一定精度的动态优化问题离散化方法，将无限维的时变控制曲线以若干参数进行

拟合，转化为 NLP 问题。由于工业动态系统的本身耦合非线性，离散后 NLP 子

问题仍继承了甚至放大了原问题的复杂非线性多模态特性。STA 作为新型智能优

化算法，不需要计算梯度信息，不依赖于初始点，全局搜索能力较强，在处理此

类问题上具有一定优势，能更有效的求解到此 NLP 问题的全局最优解。 

本章提出了基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法（udCVP-

vSTA）。本方法采用数值方法，先用控制参数化进行均匀部分离散，再由状态转

移算法迭代求解离散后得到的非线性子问题，从而求解出动态优化问题的最优数

值解。值得注意的是，本章采用均匀、分段常数来拟合控制曲线。 

其具体步骤如下： 

Step 1：初始化：设置离散化网格段数 p；设置状态转移算法参数；设置迭代

终止条件，即最大迭代次数及最小相对改进量；  

Step 2：参数化：由于采用均匀分段离散化方案，将时间区间均分成 p 段，

则 1 2 ... p  = = = ，时间节点为 ( )0 0k ft t t t p= + − 。以分段常数为基函数拟合控制

曲线，因此，决策变量为 1[ ,... ,..., ]T

k p  =d ，其中 k 是第 k 段 1[ , )k kt t− 的控制值。 

Step 3：解动态方程：将控制轨迹代入微分方程组，用微分方程数值求解器



硕士学位论文                                第 2章 绪论基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法 

23 

 

（常用 ode45）求取相应时间段内状态变量曲线，由此可获的此控制值下动态系

统状态轨迹，即，获得此决策变量下的动态优化问题目标函数值等。 

Step 4：优化求解：应用 vSTA 采样并更新最优解，求取以上 NLP 问题。达

到终止准则后，得到此近似方案下的最优控制参数值，结合离散网格可输出最优

控制轨线。 

其框架如图 2-8 所示： 

设置：设定分段数 p；

设置优化算法参数值 α, β, γ, δ, fc

根据解得到

近似控制轨迹：

开始

初始化：在可行域内随机生成初始解

1,... ,...,
T

k p   =  d

均匀参数化：

tft
0t

p段

( )ku t

t
1t 2t 3t 4t 5t ft

0t

代入动态系统，得到目标函数值：
( ) ( ) ( ), ,t f t t t=   x u x

vSTA

是否满足停止条件？

结束

N

Y

 

图 2-8 基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法 

2.5 实验结果与讨论 

本节将介绍三个典型的具有奇异弧、多模态及切换控制等特性无约束动态优

化问题，用来验证基于状态转移算法的动态优化方法可行性和高效性。为了比较，

除了改进的状态转移算法（vSTA），实数编码遗传算法（RCGA）[75]，人工蜂群

算法（ABC）[76]、自适应粒子群算法（PSO）[77]以及基本状态转移算法（STA）

都将会用来求解动态优化问题。所有实现都在 MATLAB（R2016b 版本）以及带

有 3.4GHz intel i7 8G RAM 的台式电脑上运行，选用 MATLAB 内置 ode45 函数
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为微分求解器。 

以下规定所有算法终止条件：启发式停止准则定义如下来检查目标函数的相

对改进量： 

( ) ( )

( )

k k

k

f f

f
−−


Best Best

Best
                (2-16) 

其中 ε 为足够小的正数，指定了进步区间， ( )kf Best 是第 k 次迭代的最优值。

除此之外，为了避免算法长时间陷入迭代，规定了最大迭代次数，当 iter MaxIter ， 

MaxIter为足够大的正数。通常 620; 10 , 100 DimMaxIter − = = =  。基本 STA 参

数为默认参数，如表 2-2 所示。其余算法的基本参数均采用文献推荐取值或者经

验取值，详细参数如下： 

表 2-2 算法参数设置 

算法 参数 值 

vSTA 

SE 10 

旋转因子𝛼  1e 4,1−  

平移因子𝛽  0.1,10  

低阈值 1C  4 

高阈值 2C  9 

GA 

种群大小 20 

交叉率 0.95 

变异率 0.05，0.1，0.2 

ABC 

蜂群大小 30 

食物源数 0.5×蜂群大小 

限制数 100 

PSO 

粒子群大小 30 

惯性系数  0.1,1.1  

自调整权重 1.49 

社区调整权重 1.49 

最小邻居大小 0.25×粒群大小 

将控制变量离散为 p 个区间，分别对不同 p 下的每种算法以随机初值值进行

30 次独立运行，以减少算法随机性对结果的影响。采用几种常用的统计指标来

评价该方法的性能，如 best 为最好值，mean 为平均值，worst 为最差值，std 为

标准差，time 是 30 次独立运行的 CPU 运行时间平均值。 

1）案例一：管式反应器催化剂浓度分布问题 

管式反应器催化剂浓度分布问题（Plug flow reactor catalyst blend problem）

简称 PFR 问题，此问题旨获得最佳的催化剂浓度沿管长分布曲线使得某种产物
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产量最大化。在固定长度的某反应器中，发生着化学反应 A B C→ ，文献[78]

中给出了描述反应物和产物浓度的系统动态方程组。将 ax ， bx 和 J 表示为物质

, ,A B C 的摩尔分数，动态优化问题描述如下： 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1

1 2 3

1 2 3

max 1

1

1, 10, 1
. .

0 1, 0 0

0 1

12

A f B f

A B B

B A B B

A B

f

J x t x t

x u k x k x

x u k x k x u k x

k k k
s t

x x

u t

t

= − −

= −


= − − −
 = = =


= =
  


=

 ，             (2-17) 

由以上数学描述可知，该动态优化旨在控制其中一种催化剂的浓度沿管长分布

( )u z 使得最终产物 C 的浓度最大化。 

在实验中，控制时间被离散化为 5、10、15、20 个子区间，在均匀常数近似

方案下，控制曲线分别由 5、10、15、20 个参数组成。其每个算法独立运行 30

次的实验结果如表 2-3 所示，其最优控制曲线和状态曲线如图 2-9 所示，各文献

对比结果如表 2-4 所示。 

表 2-3 PFR 问题实验结果 

pro. alg. p best mean worst std time(s) 

PFR

（max） 

vSTA 

5 

0.472599 0.472599 0.472599 1.206484e-09 5.099405 

STA 0.472599     0.472599 0.472599 1.149066e-07 7.917762 
GA 0.472599     0.472594 0.472530 1.252269e-05 11.116829 

ABC 0.472599     0.472599 0.472599 1.117669e-07 5.501882 
PSO 0.472599    0.472599 0.472599 8.557214e-09 5.763425 
vSTA 

10 

0.473630    0.473630 0.473630 9.716912e-08 15.329338 

STA 0.473630     0.473628 0.473625 1.294347e-06 17.288272 

GA 0.473630     0.473578 0.473441 4.568647e-05 26.030803 

ABC 0.473630     0.473630 0.473627 7.013694e-07 19.016008 

PSO 0.473630    0.473630 0.473630 1.211241e-07 16.582363 

vSTA 

15 

0.474531     0.474531 0.474530 1.029255e-07 33.564853 

STA 0.474530    0.474528 0.474521 1.712338e-06 38.032976 

GA 0.474531     0.474356 0.473995 1.176201e-04 40.849704 

ABC 0.474531     0.474530 0.474529 2.843568e-06 46.333104 

PSO 0.474531     0.474531 0.474530 1.827999e-07 36.512235 

vSTA 

20 

0.475272 0.475271 0.475270 4.846863e-07 51.646119 

STA 0.475271 0.475270 0.475270 4.419032e-07 57.225339 

GA 0.475272 0.475076 0.474530 2.203436e-04 135.502495 

ABC 0.475254 0.475268 0.475271 4.048923e-06 75.892490 

PSO  0.475272 0.475271 0.475266 1.091691e-06 61.126553 

表 2-3 格列出了算法在不同分段区间时的对动态优化问题寻优结果，其中加

粗部分意味着更好的结果。对于问题 1，所有的算法都能以较高的精度找到全局

最优，而改进后的 STA 的执行时间在每一个分段数上均小于其余算法，表明改
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进后的 STA 具有较高的效率。此外，由于改进后的 STA 拥有自适应变化的局部

搜索参数，因而能在不影响全局搜索能力的同时，加强局部精细能力，在表中可

体现为 LSTA 具有较好的均值、最好值、最差值和最小的标准偏差值。很明显可

以看出，随控制分段数的增加，控制曲线拟合精度越高，优化算法耗时越长，但

所求目标函数值精度越高。 

表 2-4 PFR 问题文献对比 

问题 文献 方法 段数 J  

PFR

（max） 

Chen et al.[29] HGPSO 5 0.47260 

10 0.47363 

20 0.47527 

Angira et al.[87] TDE 20 0.475269 

40 0.476826 

Dadebo et al.[78] IDP 20 0.475272 

 40 0.476946 

 

(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 2-9 udCVP-vSTA 求解 PFR 问题所得最优结果（p=20） 

表格 2-4 为文献在分段均匀常数近似方案下的结果， IDP、TDE 以及 HGPSO

三种方法求解的最优结果。由此可知在同一分段数下（p=20），本方法所求结果

与文献所求结果一致，且更高精度（J=0.475272）。此外，研究也表明，在分段数

较大的情况下（p=40），所求目标函数值越优（J=0.47695）。 

2）案例二：CSTR 反应器冷却液问题 

CSTR 反应器冷却液问题的非线性微分方程由其热质平衡决定。此问题动态

优化模型如（2-18）所示，其中 ( )u t 为冷却液加料流率， 1x 代表无量纲稳态温度

的偏差， 2x 表示与无量纲稳态浓度的偏差。此问题优化目标为获得最佳冷却液控

制曲线 ( )u t ，在尽量少使用冷却液的情况下，使温度 1x 和浓度 2x 的累积变化最小。 

连续搅拌反应器（CSTR）优化是 Cruz 研究的一个多模态动态优化问题[79]，

研究表明，用基于梯度的优化算法求解时极易陷入局部极值 0.24，其局部极值控
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制曲线和状态曲线如图 2-9 所示。 

( )

( )( ) ( )

( )

( )  

( )

1

1

1

1

3

25
2

1 1 2

25
2

2 2 2

2 2 2

3 1 2

min

2 0.25 0.5

0.5 0.5

0.1. .
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f

x
x

x
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f

J x t
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x x x e

x x x us t

x

u t

t

+

+

=


= − + + + +


 = − − +


= + +
 =

  


=

             (2-18) 

在实验中，控制时间被离散化为 10、15、20 个子区间。其每个算法独立运

行 30 次的实验结果如表 2-5 所示，其最优控制曲线和状态曲线如图 2-10 所示。 

  

a) 局部最优控制曲线                    b) 局部最优状态轨迹 

图 2-10 CSTR 问题局部最优解 

表 2-5 CSTR 问题实验结果 

pro. alg. p best mean worst std time(s) 

CSTR

（min） 

vSTA 10 0.137258     0.137258 0.137261 8.909569e-07 20.365621 

STA 0.137258     0.137290 0.137385 2.990238e-05 24.974895 
GA 0.137259     0.137318 0.137620 1.018687e-04 53.317429 

ABC 0.137291     0.137838 0.140144 6.220728e-04 45.113475 
PSO 0.137258    0.137332 0.137994 2.244053e-04 20.716706 
vSTA 15 0.134969     0.134970 0.134971 4.285284e-07 44.395781 

STA 0.134971     0.135002 0.135079 2.440593e-05 50.962329 

GA 0.134969     0.135015 0.135279 8.640548e-05 105.488990 

ABC 0.135173     0.136301 0.140907 1.172842e-03 95.618774 

PSO 0.134969     0.134995 0.135376 8.205750e-05 49.241551 

vSTA 20 0.134156     0.134156 0.134157 4.002515e-07 75.504284 

STA 0.134160     0.134188 0.134299 3.192759e-05 85.426558 

GA 0.134157     0.134674 0.138198 9.767036e-04 120.017122 

ABC 0.134363     0.135418 0.138694 8.861394e-04 142.202570 

PSO 0.134155    0.134219 0.135289 2.532343e-04 81.210973 
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表格 2-5 列出了算法在不同分段区间时的动态优化问题寻优结果，其中加粗

部分意味着更好的结果。我们可以看到改进后的 STA 展现出了优秀的全局搜索

性能和局部精细性能。从平均执行时间的角度上看，改进的 STA 比 PSO，GA 和

ABC 算法更快。同时，由于其 30 次求解的最差值、标准差均优于其余算法，vSTA

展现了更准确且稳定的解。此外，vSTA 获得的平均值总是优于其他结果，这表

明其优越的稳定性和收敛性能。因此，vSTA 的自适应变换因子不仅可以促进全

局探索，还可以提高算法的求解精度和稳定性。 

 

(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 2-11 改进 STA 求解 CSTR 问题所得最优结果（p=20） 

表 2-6 CSTR 问题文献对比 

问题 文献 方法 段数 J  

CSTR

（min） 

Chen et al.[29] HGPSO 5 0.14916 

20 0.13416 

Cruz et al.[46] DE 13 0.13559 

 IDP 13 0.1356070 

Bayón et al.[88] PMP 78 0.1334 

表格 2-6 为分段均匀常数 CVP 近似方案下，文献中 HGPSO、DE 等方法求

解的最优结果。由此可知在同一分段数下（p=20），本方法所求结果与文献所求

结果一致，且更高精度（J=0.134156）。 

此外，从表 2-6 可以看出，p=10 时，J=0.137258，p=20 时，J=0.134156，目

标函数值下降了 0.003，但优化时长却增加了 4 倍左右。随控制分段数的增加，

控制曲线拟合精度越高，优化算法耗时越长，但所求目标函数值精度越高。在分

段数较大的情况下（p=40），可以达到了 J=0.13336。在 p=78 时，最优目标函数

值甚至可以提升到 0.1334。由此可知，在均匀常数近似的 CVP 方案下，动态优

化问题求解精度和求解效率两者互为矛盾，提高求解精度势必会带来需要优化的

变量个数的增加，而优化变量维数的增加又定会增加优化时间和优化难度，考验
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优化算法优化性能。在高分段数下即耗费大量计算资源，还有可能不易获得更高

精度的控制曲线。 

3）案例三：Nishida 问题 

Nishida 问题是一个典型的 bang-bang 控制问题[18]，其动态问题模型如公式

2-19 所示。 

在实验中，控制时间被离散化为 10、15、20、30 个子区间，在均匀常数近

似方案下，控制曲线分别由 10、15、20、30 个参数组成。其每个算法独立运行

30 次的实验结果如表 2-7 所示，其最优控制曲线和状态曲线如图 2-11 所示。 

( )

( ) ( )

( )

4
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1 1 2

2 1 2

3 3 4
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                      (2-19) 

表 2-7 Nishida 问题实验结果 

pro. alg. p best mean worst std time(s) 

Nishida

（min） 

vSTA 10 1.671318 1.671318 1.671318 6.775215e-16 6.172973 

STA 1.671318 1.671318 1.671318 6.775215e-16 14.850102 

GA 1.671318 1.671320 1.671339 4.147524e-06 33.101814 

ABC 1.671318 1.671466 1.673391 4.609777e-04 15.687718 

PSO 1.671318 1.671318 1.671318 6.775215e-16 13.920187 

vSTA 15 1.234664 1.234664 1.234664 4.516810e-16 13.329868 

STA 1.234664 1.234664 1.234664 4.516810e-16 32.392231 

GA 1.234665 1.234698 1.234812 3.442074e-05 84.569890 

ABC 1.234664 1.235295 1.246156 2.121407e-03 34.367538 

PSO 1.234664 1.234664 1.234664 4.516810e-16 35.345246 

vSTA 20 1.453320 1.453343 1.453406 3.602028e-05 60.062419 

STA 1.453320 1.453342 1.453406 3.278794e-05 62.536712 

GA 1.453321 1.453439 1.453946 1.477015e-04 123.988301 

ABC 1.453321 1.454066 1.465796 2.346378e-03 66.855250 

PSO 1.453320 1.455191 1.509291 1.021788e-02 54.750744 

vSTA 30 1.148940 1.148940 1.148947 1.628926e-06 118.738517 

STA 1.148940 1.148940 1.148948 1.564072e-06 142.000548 

GA 1.149030 1.152706 1.168031 4.234865e-06 181.489771 

ABC 1.148940 1.150195 1.161845 3.120814e-3 136.556515 

PSO 1.148940 1.150092 1.157654 2.988237e-3 197.218277 

表格 2-7 列出了算法在不同分段区间时的动态优化问题寻优结果，其中加粗
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部分意味着更好的结果。我们可以看出两个 STA 在分段数 p=10, 15 的时候都能

达到很高的求解精度和稳定性，但是改进后的 STA 要更加快速。但是在 p=20, 30

时，改进后的 STA 继续展现出了较高的收敛速度，但是算法稳定性却略微低于

基本 STA。 

表格 2-8 为分段均匀常数 CVP 近似方案下，文献中 HGPSO、牛顿法等方法

求解的最优结果。由此可知在同一分段数下（p=15），本方法所求结果与文献所

求结果（J=1.23469 或 J=1.23469）一致，且更高精度（J=1.234664）。 

表 2-8 Nishida 问题文献对比 

问题 文献 方法 段数 J  

Nishida

（max） 

Chen et al.[29] HGPSO 10 1.67163 

15 1.23469 

Vassiliadis et al.[89] Newton 法 10 1.67163 

15 1.23469 

值得注意的是，由表格 2-7 可知，对于此问题，当分段数 p=10, 15, 20, 30 依

次增大，最优目标函数值并不随之依次变优，分别为 1.671318，1.234664，1.453320，

1.148940，在分段数为 20 时最优值反而较分段数 15 的最优值有所下降，这说明

拟合精度在一定程度上并不一定与分段数成正比。由图 2-11 分析可知，当均匀

分段后的切换时间节点与 bang-bang 控制的切换时间节点一致时，才能有较高的

拟合精度，但通常来说，一个好的近似化方案是事先未知的，在均匀分段的情况，

可能需要大量的实验来反复验证，以定位到合理的切换时间点。 

 

(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 2-12 改进 STA 求解 Nishida 问题所得最优结果（p=15） 

2.6 本章小结 

针对实际动态优化问题的复杂非线性特性，本节提出了基于变尺度状态转移

算法的均匀划分动态优化方法（udCVP-vSTA）。 

本节首先采用均匀划分控制向量参数化方法将无限维动态优化问题近似为
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有限维的 NLP 问题，因此高效的 NLP 求解算法是动态优化方法进行离线或在线

应用的关键。进一步地，介绍了新型智能优化算法 STA，此算法根据其拥有特殊

邻域的状态变换算子来转移到下一最优解，较梯度法有全局性好、不需要计算梯

度或 Hessen 矩阵的优势。此外，通过分别分析 STA 四个算子的全局和局部性能，

针对 STA 算子参数存在固定或无规则更新的情况，提出了启发式参数自调节策

略，用以自适应调节局部搜索尺度；最后将变尺度 STA 作为求解子 NLP 问题的

基础算法，建立基于变尺度 STA 的均匀划分动态优化方法。在均匀划分的 CVP

框架下，STA 用于三个经典优化问题的求解。与基本 STA 等其他智能优化算法

相比，多尺度 STA 展现出较好的全局性和局部收敛性。与其他文献结果相比，

基于 STA 的动态优化方法有着更高精度和鲁棒性。同时，结果分析也显示了基

于均匀分段的 CVP 方法在求解精度与效率上的不足，这为后文的改进研究提供

了动机。 
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3 基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法 

工业生产过程的多变性和实时性需求，要求动态优化方法能高效、可靠、精

确及灵活地处理不同结构的实际动态优化问题。基于均匀划分控制参数化的动态

优化方法具有编程易实现、实际控制器易操作的优点，但其求解精度和求解效率

两者互为矛盾：一方面，过于粗糙的时间网格划分将使得动态优化解近似程度低、

精度差，而提高求解精度势必会带来优化变量维数的增加，导致参数化后得到的

静态数学规划问题规模巨大甚至病态，这给离散后的 NLP 子问题增加优化难度

及计算代价。另一方面，过细的时间网格划分将带来过参数化问题，过参数化问

题使得控制变换频繁且剧烈抖动，不利于工厂执行器设备维护及过程工况稳定。 

传统等间隔方式均匀划分的控制参数化不能快速准确的定位到最优控制切

换时间节点，难以高效高精度地获得具有奇异弧的控制曲线。因此，本章研究一

个非均匀划分策略，能获得合理的控制时间网格来契合原最优控制曲线，并以较

少的优化参数高效获得高精度解。 

3.1 非均匀划分控制向量参数化策略 

传统数值解法通常采用分段均匀离散方案，当分段数一定时，网格划分的疏

密也一定，且其在整个优化过程中维持不变。均匀分段数的大小及网格点多少将

直接影响近似化曲线逼近原始最优控制曲线的程度，段数越少，优化参数越少，

但控制逼近效果越差。相反，大量的网格点将导致过度参数化、低效的控制逼近

和敏感性问题。此外，对于 bang-bang 控制问题也很难定位到最佳切换点，导致

解精度有限，或者操作复杂。假设某 bang-bang 问题 5ft = ，其最优控制曲线如下

图所示，其最优控制曲线数学表达式为 

( )*
2,   [0,4.2)

1,   [4.2,5]

t
u t

t


= 


，                    (3-1)  

( )u t

t

0

1

2

2 3 41 5

最佳切换点

 

图 3-1 某 bang-bang 问题最优控制轨迹 
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通常来说，一个好的近似化方案是事先未知的。在均匀分段的情况下，由图

可知，不管是分段数为 5 或是分段数为 10，都无法定位到最佳切换点，无法最

好的拟合原始最优控制曲线。很自然的联想到，如果可以实现非均匀离散，则分

段数为 2 即可完成原始最优控制曲线的拟合，因此有许多学者对非均匀离散化

CVP 方案做出研究。 

( )u t

t

0

1

2

2 3 41 5

( )u t

t

0

1

2

2 3 41 5  

(a) 分段数为 5                          (b) 分段数为 10 

图 3-2 不同均匀分段数下的某 bang-bang 问题最佳拟合控制曲线 

本节首先总结了两种非均匀离散化方法的思想——时间点移动和时间点增

删，分析了两种方法的优劣，随后，提出了一种基于部分移动时间点的自适应CVP

策略，综合了两种非均匀离散化的思想。下面具体介绍。 

3.1.1 网格点移动与增删策略分析 

关于如何选择最优的非均匀离散化方案已经引起了诸多学者的广泛讨论，其

中大概分为两大类，第一类为离散时间点的移动（固定网格点数目），第二类为

离散时间点增删（不固定网格点数目）。 

1）离散时间点移动方面：此类方法通常先确定离散时间点个数，再通过移

动时间点来寻求最优离散化方案。在文献[81][82]中，为了找到最优的离散方案，

除了各离散化子区间的控制参数，各个转换时间点也成为了决策变量一同优化，

1 1[ ,..., , ,..., ]p pt t =d ，其中 k 与 , 1,...kt k p= 分别为控制值和转换时间点，p 为离

散段数，此方法提高了问题优化维度，加剧了问题非线性，同时额外增加了 p 个

时间点约束 1 2... pt t t  。在文献[83][84]中，Teo 等提出了 Time-scaling 方法，该

方法把原始离散时间点映射到一个新的时间尺度上，并不直接优化转换时间点，

而是优化时间子区间长度，则 1 1[ ,..., , ,..., ]p p   =d ，其中 1, 1,...,k k kt t k p −= − = ，

此方法将 p 个时间约束转换为一个总时长约束， 01

p

k fk
t t

=
= − 。在文献[80]中，

陈旭等人同样将时间子区间长度作为额外优化对象，并采用线性映射的方法进行

编码，有效处理了时间节点约束，其中
1 1,..., , ,...,p pr r  =  d ，其中  0,1kr  ，则
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每个时间子区间长度为 ( )( )1 01
, 1,...

p

k k k k fk
t t r r t t k p− =
− = − = 。综上，此类方法通

常先确定离散时间点数目或分段数数目，再将各时间点位置或子时间段长度作为

待优化决策变量，与对应子区间控制参数值一同优化。 

下图为离散时间点的优化，下图为离散时间点变化后对最优控制区间的拟合

情况，原始最优控制曲线为深蓝色连续实线。 

初始

时间网格：
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t
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图 3-3 离散时间点移动（p=6） 
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图 3-4 离散时间点移动前（左）与移动后（右）的最优控制参数图（p=6） 

综上，通过离散时间点移动来寻求最优离散化方案优势在于：1）可以得到

此分段数下最优控制结果。主要的缺点在于：1）得到的 NLP 问题往往是强非线

性且难以解决。特别是，使用此方法即使是线性的动态优化问题也将导致参数化

后的 NLP 问题强非线性；2）由于离散点个数往往事先确定，整个优化过程能到

达的拟合精度也有上限；3）优化问题维数是同一分段数下均匀离散的两倍，如

拟将控制时间分为 40 段，则待优化参数为 40×2，即 80 维，而计算量随决策变

量的数量呈多项式增长。 

2）离散时间点增删方面：此类方法通常先给定一个粗糙控制网格，然后以

此优化结果为基础再根据某种规则增加、移除网格节点，实现精细化的同时尽量

减少分段数的剧增。单纯增加点的方法为均匀二分细化方法，该方法从较少分段

数开始优化求解，如分段数为 4，则下一次优化的控制网格为每一段均匀分为两

段，则分段数增至 8，再次优化求解直到更多细化不能带来目标改进为止，但此

方法盲目增加分段数，易导致过度参数化。Waldraff 等人[85]检查网格点对优化问

题的改进程度来移除点，并且通过控制曲线曲率信息来确定新增点位置。

Marquardt 等人先后在文献[27]和文献[28]中提出基于小波分析的离散方法，此方

法首先对在粗糙网格所得最优控制曲线进行小波分析，根据小波因子的大小来判
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断此控制曲线的平缓程度，并以此决定插入和删除点，并以之前最优控制曲线作

为初始解在新的离散网格下进行优化。类似的，李国栋等人在文献[30]中提出基

于斜率的自适应 CVP 方法，以两个相邻分段常数控制参数的子区间时长和参数

值求得离散网格时间点的左右斜率，由此增删网格时间点。刘平等人在文献[31]

中提出了基于经验模态（EMD）分解时间网格重构的 CVP 算法，其利用 EMD 分

解上一次迭代所得控制曲线可得到节点相邻趋势信息的差值，若此差值过小，则

消除此时间节点，若差值较大，则将此一时间子区间细分为四，否则仅一分为二。

王立伟等人在文献[86]提出了基于敏感度的自适应 CVP 方法，若在某一时间区

间内，第 l-1 次和第 l 次所得的最优控制参数值的差值小于某一阈值，则此消除

区间节点，若大于某一阈值则保留节点或进行时间区间二等分。 

下图 3-5 为离散时间点的由第一代经插入和删除操作后得到第二代离散网

格，分段数由 6 段变为 8 段，下图为离散网格变化后对最优控制区间的拟合情

况，原始最优控制曲线为深蓝色连续实线。 

t
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图 3-5 离散时间点增删示意图（p=6，p*=8） 
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图 3-6 离散时间点增删前（左）与增删后（右）的最优控制参数图（p=6，p*=8） 

综上，此类方法需要根据上一次最优控制参数结果来决定下一次优化的离散

网格，不断精细化，理论上可以用相对较少的时间节点逼近原最优控制曲线。此

方法优势如下：1）每次迭代网格点都是固定的，不参与优化；2）上一次迭代优

化的最优解可作为下一次迭代的初始值，实现热启动。但此方法劣势如下：1）

下一次的离散网格完全依赖于上一次的优化结果，因此对每一次迭代的优化精度

有要求，否则会合并或插入错误的网格点；2）需要不断迭代优化，耗时长，且

中间的合并与插入等操作也耗费计算资源；3）不论是基于曲率、小波系数、斜

率、模态差值或是敏感度，其均需要设定相应的上下界阈值判断是否合并、移除
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或是二等分、四等分，上下阈值设定主观随意性大，较难合理适应各种控制曲线

结构。 

3.1.2 基于部分移动网格优化的非均匀划分策略 

在分段常数近似化方案下，为获得较高的近似化精度，需要有适合其控制曲

线形状的离散网格。由上一节分析可得，通过离散时间点移动来求取最佳离散化

网格通常导致问题维数过高、非线性太强，从而难以求解，此外还有网格点数目

固定导致的精度上限问题；通过离散时间点增删来一步一步迭代逼近最佳网格会

面临效率低、主观参数过多等问题；因此，本节拟吸取离散时间点移动和离散网

格点增删方法的优点，设计一种高效、易于实现、精确的非均匀离散化动态优化

方法。 

此方法以均等分的粗糙网格为基础，将所有时间子区间进行非均匀二分优化，

用以定位最优控制切换时间点，其非均匀二等分点与所有时间子区间对应的控制

参数值均为待优化变量。因为只有部分网格点在移动，因此称此策略为部分移动

网格点策略。其示意图如下，其中红色坐标线为可移动时间节点，黑色坐标线为

固定时间节点。第一步，在均匀离散方案下，时间区间被分成长度相等的 p 段，

其时间节点为： 

  
( )0

0 , 0,... 1
f

k

t t
t t k k p

p

−
= +  = − ，             (3-2) 

第二步，经过非均匀二分后，中间时间插入时间节点为， 

( )0

1 , 0,... 1
fin

k k k

t t
t t k p

p
 +

−
= +  = − ，             (3-3) 

其中 1[ ,..., ]p =θ 为分数时间点，  0,1 , 1,...,i i p  = 。 
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图 3-7 部分移动网格策略示意图（p=5，p*=10） 

此方法特点如下：（1）与传统网格增删法不一致的是，此处并不是考虑基于

各种阈值的均匀二等分，为寻得最优的控制网格位置，仅将最佳二分点考虑为待

优化变量，并引入分数编码方式，使得决策变量仅包括控制参数值 1 2[ ,..., ]p  =ξ
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以及分数时间点 1[ ,..., ]p =θ ，从而决策变量为 1 2 1[ ,..., , ,..., ] [ , ]p p   = =d ξ θ 。由

于是自适应的进行二分，省去了传统网格增删法的反复迭代过程。（2）与传统网

格移动法不一致的是，此方法并没有试图移动全部节点，原有等分粗糙网格点不

移动，仅仅移动中间二分时间点，因而所得 NLP 维数为 3·p 维，比传统网格移

动法的 NLP 问题减少了 p 维决策变量。 
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图 3-8 均匀（左）与部分移动（右）离散时间网格下的最优控制参数图 

3.2 混合状态转移算法 

由于还需要同步优化时间节点，NLP 问题的非线性程度得到增强，使用不需

要梯度信息、不易陷入局部的状态转移算法成为了求解此 NLP 问题很好的选择。

但同时，由于 NLP 问题的维数也相应变高。由上一章实验结果分析可知，高维

问题使得包括 STA 算法在内进化算法收敛速度低下，无法适用于在线的动态优

化及时、精确的要求。为了高效精确获得 NLP 问题的全局最优解，本节设计一

种混合梯度的状态转移算法，平衡算法全局和局部收敛能力。 

3.2.1 梯度搜索算法 

基于梯度的搜索算法具有收敛速度快，局部精细化能力强的特点。牛顿法是

经典的用于求解无约束优化问题的经典算法之一，也是许多较常用的梯度算法如

BFGS 算法、信赖域算法的基础，其基本思想是在迭代点处对目标函数进行二次

泰勒展开，可得到如下二阶模型： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

TT

k k k k k kk k
q x f g x x x x H x x + − + − −          (3-5) 

其中 ( )2

k kH f x= ， ( )k kg f x= ， ( )k kf f x= 。令 k ks x x= − ，当 kx 确定时， ( )q x

是关于 ks 的二次函数，则对 ks 求导可得极值点，可得如下 

k k kH s g= −                          (3-6) 

以上线性方程的解 ks 即为牛顿步长， k kx s+ 即为下一迭代点。就这样，把二次近

似模型的极值点作为新的迭代点，不断重复直到满足停止准则。牛顿法具有局部

二次收敛性，因而局部收敛速度较快。牛顿法基本步骤如下： 



硕士学位论文                                    第 3 章 基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法 

38 

 

Step1：随机初始化 0x ，令 1iter = ； 

Step2：计算梯度 ( )iter iterg f x= ，若
iter optg  ，则终止，输出局部最优解 iterx ； 

Step3：计算 Hessen 矩阵 ( )2

iter iterH f x= ，根据 iter iterH d g= − 求步长 iterd ； 

Step4：令 +1=iter iter iterx x d+ ，令 1iter iter= + ，重返 Step2； 

 

图 3-9 牛顿法迭代优化示意图 

如图 3-9 所示，优化点以 0x 为初始点，在此处进行二阶泰勒展开后生成蓝色

二次曲线，以此二次曲线极值解为最优解更新至 1x ，继续在此处进行二阶泰勒展

开，并更新至 2x ，同理更新至 3x ，经测算
3 optg  ，即此处梯度值小于指定精度，

则判断已经达到曲线极值点。通常 610opt −= 。 

基于梯度的优化方法，快速收敛可能导致搜索朝着局部最优和过早解的方向

发展，特别是应用于非连续、不可微和多模态的非均匀离散下的动态优化问题时，

易过早陷入局部极值或过早终止搜索，因此可利用其强健的局部收敛能力，将梯

度搜索算法应用于状态转移算法寻优后期。  

3.2.2 混合状态转移算法 

状态转移算法是一种基于随机搜索的方法，它具有结构简单、全局搜索能力

强、通用性强、鲁棒性强等特点。然而，如图 3-10，我们经常观察到的一个有趣

的现象是，随着迭代次数的增加，STA 的目标增量改进会迅速减少。换言之，当

当前最优解接近全局最优解时，STA 的计算将很大概率的带来冗余的计算量，以

及目标函数的微小改进。因此，由于梯度方向的利用，基于梯度的算法能够准确、

快速地找到局部（或全局）最优解。因此，为了加快局部搜索阶段的收敛速度，

本节提出了一种结合梯度优化方法的混合状态转移算法（HSTA）。 
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全局搜索阶段 局部精细化阶段

目标函数值
改进较小

目标函数值
改进较大

迭代次数

目
标

函
数

值

 

图 3-10 STA 迭代曲线与目标函数值示意图 

HSTA 分为两阶段，为追求全局性搜索，在第一阶段使用全局优化算法，状

态转移算法，寻求到 NLP 问题的全局最优解附近，在第二阶段使用梯度算法

BFGS 进行精细搜索，并使用前一阶段 STA 最优解作为初始解，为梯度算法提供

较优初始解。其算法流程图如图 3-11 所示。 

k=0，

随机初始化当前最优解Bestk

对Bestk进行伸缩变换、平

移变换，采样更新Bestk

对Bestk进行旋转变换、平

移变换、采样更新Bestk

对Bestk进行坐标搜索、平

移变换，采样更新Bestk

满足特定切换准则？

k=k+1

计算当前Best梯度

开始

N Y

更新参数

设定算法参数

梯度小于给定精度？

根据步长和梯度更

新当前Best

结束

Y

N

计算当前步长

g

d

 

图 3-11 HSTA 算法流程图  

HSTA 采用启发式准则来终止 STA 全局搜索，切换至 BFGS 局部搜索。如

下，定义每次迭代间的相邻改进率为 improR ， 
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( ) ( )

( )( )
-1

max 1,

k k

impro

k

f f
R

f

−
=

Best Best

Best
，                (3-7) 

其中， kBest 是第 k 次迭代的当前最优解， ( )kf Best 是当前最优解对应的函数值，

表示当前最好值。由于算法的随机性，当 improR 连续 counter 次以上满足 impro sR 

时，则判断 STA 搜索已经结束了全局定位阶段，已进入了精细化搜索阶段。通

常 35; 10scounter  −= = 。 

3.3 基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法 

为了在较少拟合参数的情况达到较高的曲线拟合精度，并定位到合适的切换

时间点，本章提出了基于部分移动网格离散策略的非均匀 CVP 方法（ndCVP）；

同时，为了能精确高效地获得全局最优轨迹，本章使用混合状态转移算法（HSTA）

求解经此离散后的强非线性 NLP 子问题。 

考虑一般无约束动态优化问题，其表达式如下： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0 0

0

min , ,

, ,

f

l u

t

f
tt

f

J t L t t t dt

t f t t t

t

t

t t t

 = +    

=   

=

 

 

u
x x u

x u x

x x

u u u

               (3-8) 

其中， ( ) xn
t x 为 xn 维状态变量，系统的初始状态为 0x ， ( ) un

t u 为 un 维控制

变量；目标函数 J 为预定的一个性能指标。控制变量必须满足 ( )l ut u u u ；终

止时间 ft 为固定常数。 

因此，分段常数非均匀，即部分移动网格近似方案下，且假设 un 个控制轨迹

均遵循同一个离散化方案，则原动态优化问题目标函数可离散化为以下 NLP 问

题： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1,
1

0 0

0

min | , | ,

, ,

, 1,..., 2

0 1, 1,...,

k

k
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J t L t t dt
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=   
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ξ θ
x ξ x

x ξ x

x x

u ξ u

        (3-9) 

其中决策变量为 1 2 1[ ,..., , ,..., ] [ , ]p p   = =d ξ θ ，维数为 ( )2 2 1u un p p n p  + = + 。
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动态优化问题转变为：找出 ( )2 1un p+ 维向量[ , ]ξ θ 使得目标函数 J 最小，其中决

策变量中控制参数值仍需满足原始约束，新增变量  0,1θ 。 

因此，基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法框架如下图所示： 

设置：设定初始分段数 p；

设置优化算法参数值 α, β, γ, δ, fc

根据解得到

近似控制轨迹：

开始

初始化：在可行域内随机生成初始解

1 2 1[ ,..., , ,..., ] [ , ]p p   = =d ξ θ

根据解

非均匀参数化：

代入动态系统，得到目标函数值：

HSTA

是否满足停止条件？

结束

2p段

t1t 2t 3t 4t 5t ft
0t

( ) ( ) ( ), ,t f t t t=   x u x

N

Y

 

图 3-12 基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法（ndCVP-HSTA）流程图  

下面给出此自适应动态优化方法（ndCVP-HSTA）的具体步骤： 

Step 1：初始化：初始化决策变量 0 0 0[ , ]=d ξ θ ：在可行域内随机产生初始解；

给定初始网格段数 p；设置转换容许值 s ； 

Step 2：全局优化：将原动态优化问题转换为 NLP 子问题，以 0
d 为初始点用

状态转移算法求解目标函数最优值 J ；得到接近全局最优解 *
d ，包括最优控制参

数值 *
ξ 以及最优转换时间二分点 *

θ ； 

Step 3：局部精细：以 *
d 为初始解，采用梯度搜索算法求解目标函数最优值

J ；得到全局最优解 **
d ，因此可以得到最优控制参数值 **

ξ ，以及最优转换时间

二分点 **
θ ； 

Step 4：最后根据 **
d 得到最优控制曲线，包括最优离散时间点 , in

k kt t ，以及控
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制参数值 **
ξ 。 

3.4 实验结果与讨论 

为了验证 ndCVP-HSTA 求解动态优化问题的有效性，本节给出了几个经典

动态优化问题的数值仿真结果。所有实验都在 MATLAB（R2017b 版本）以及带

有 3.4GHz intel i7 8G RAM 的台式电脑上运行，选用 MATLAB 内部 ode45 函数

为微分求解器。其中梯度算法 BFGS 判断结束的一阶最优性条件
optg  中，

610opt −= 。STA 算法与上一章保持一致。将控制变量离散为 p 个区间，分别对

不同 p 下的每种算法以随机初值值进行 30 次独立运行，以减少算法随机性对结

果的影响。每个问题（pro）都采用最好值（best）、平均值（mean）、最差值（worst）、

标准差（std）和时间（time）等常用的统计指标来评价该方法的性能，时间是 30

次独立运行的 CPU 运行时间平均值。 

1）案例一：管式反应器催化剂浓度分布问题  

管式反应器催化剂浓度分布问题是一个具有控制曲线奇异弧的最大化产物

动态优化问题。其数学模型如式 2-17 所示。表 3-2 中展示了三种动态优化方法

ndCVP-HSTA、ndCVP-BFGS 与 udCVP-vSTA 求解此问题的对比实验数据。 

如表 3-1，为了对比 ndCVP-HSTA 的有效性，在同一非均匀离散网格下，分

别仅采用 STA 和仅采用梯度算法对离散后的 NLP 子问题进行求解。此外，为了

阐述本节提出的部分离散网格策略 ndCVP 的有效性，表中也列出了不同分段数

下均匀离散网格的最优控制参数的目标函数值。 

表 3-1 PFR 问题实验结果 

pro method p best mean worst std time(s) 

PFR

（max） 

HSTA 10 0.47771202 0.47771202 0.47771202 9.639529e-13 11.537894 

BFGS 0.47771202 0.47764596 0.47672131 2.511542e-04 5.600806 
udCVP-

vSTA 

10 0.473630  -  -  - 15.329338 

15 0.474531      -  -  - 33.564853 

20 0.475272  -  -  - 51.646119 

由表 3-1 的上部分观察可得，在非均匀分段的情况下，针对同一个 NLP 子

问题，HSTA 的求解能力优于单纯使用梯度算法的求解能力，虽然其最优值相同，

但是 HSTA 求解的平均值（0.4771202）和最差值（0.4771202）均分别优于 BFGS

求解的平均值（0.47764596）和最差值（0.47672131），且 HSTA 表现出非常强的

稳定性，此性能可由标准差表示（9.639529e-13）。由于需要同时优化控制值与时

间子区间，自变量之间耦合影响目标函数，NLP 问题非线性显著，因 BFGS 容易

过快过早收敛于局部极值，使得 BFGS 的平均求解时长虽短于 HSTA，但求解精
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度和稳定性较差。HSTA 在前一阶段使用受初始值影响小的全局搜索算法 STA，

在后一阶段使用能较快收敛到极值点的梯度算法，能较好的综合两类算法优点，

在相对满意的时间内达到稳定的求解精度。 

由表 3-1 的下部分观察可得，非均匀分段在 10 段的情况下的控制曲线均优

于均匀分段的 10、15 及 20 段，证明此部分非均匀分段能找到合适的离散网格，

定位到合理的切换点。且在相同分段数（p=10）下，ndCVP-HSTA 的消耗时间也

相对优于均匀方案下基础 STA 的优化结果。 

图 3-13 的图左为部分非均匀离散分 10 段下的最优控制轨迹，图右为同分段

数均匀离散下的最优控制曲线。由图可知，部分离散 CVP 能较好的定位到最佳

切换时间点，该问题控制轨迹可仅由三段常数组成，其最优转换时间点为[0, 0.14, 

2.40, 3.03, 4.80, 5.29, 7.20, 7.77, 9.60, 11.73, 12]，具有奇异弧，最短奇异弧所占区

间长度仅为 0.1363，若为均匀离散，则需要 12/0.1363=88 段才能准确契合。而部

分非均匀离散网格因其可移动的二分点能有机会准确的定位到最佳切换点，拟合

奇异弧，最好的近似原控制曲线，得到更优的目标函数值。 

  

(a) ndCVP-HSTA 求解                          (b) udCVP-vSTA 求解 

图 3-13 两种动态优化方法求解 PFR 问题最优结果（p=10） 

2）案例二：CSTR 反应器冷却液问题 

连续搅拌反应器（CSTR）优化是一个多模态动态优化问题。其数学模型如

式 2-18 所示。表 3-2 中展示了三种动态优化方法 ndCVP-HSTA、ndCVP-BFGS 与

udCVP-vSTA 求解此问题的对比实验数据。 

表 3-2 CSTR 问题实验结果 

pro method p best mean worst std time(s) 

CSTR

（min） 

HSTA 10 0.136425 0.143688 0.244931 2.750918e-02 16.740206 

BFGS 0.136454 0.216122 0.245641 4.883403e-02 7.251487 

udCVP-

vSTA 

10 0.137258      -  -  - 20.365621 

15 0.134969      -  -  - 44.395781 

20 0.134156  -  -  - 75.504284 
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首先，由表 3-2 可以看出，在非均匀分段的情况下，针对同一个 NLP 子问

题，HSTA 的求解能力优于单纯使用梯度算法的求解能力，HSTA 求解的最优值、

平均值和最差值均分别优于 BFGS 求解的，但时间上略长于梯度算法。其中有两

个原因：1）CSTR 反应器问题是个多模态动态优化问题，梯度算法常常会陷入局

部最优解（ 0.244J = ），导致算法还未搜索到全局最优解而提前终止，因此时间

快，但精度差；2）由于非均匀分段需要同时求解最优时间子区间，动态问题的

非线性和复杂性被显著增强，因此梯度算法求解性能很大取决于初始解的好坏

（最好达到过 0.136454，最差有 0.245641），难以稳定的求取到最优解。3）HSTA

集成了进化算法的全局性能和梯度算法的局部性能，定位到较好初始解后选择梯

度算法跟进，因此能够达到较高精度。 

随后，由表 3-2 下半部分可看出，在相同的分段数 p=10 下，在非均匀分段

下的控制曲线较均匀分段拥有更高的精度，因此非均匀分段下的目标函数值

（0.136425）较均匀分段下的目标函数值（0.137258）更优。进一步地，由于梯

度精细化操作的加入，在相同段数且非均匀分段非线性更强的情况下，ndCVP-

HSTA 的计算代价（16.740206 s）要低于 udCVP-vSTA 优化（20.365621 s）。 

图 2-14 给出了该问题在部分非均匀分 10 段下的最优控制轨迹，该问题原最

优轨迹较为光滑，理应分段数越多越能逼近原最优控制轨迹。在相同分段数下，

部分非均匀分段方法能更好的检测到最优离散网格，较好的拟合控制曲线的斜率

变化，从而得到更优的目标函数值。 

  

(a) ndCVP-HSTA 求解                          (b) udCVP-vSTA 求解 

图 2-14 两种动态优化方法求解 CSTR 问题最优结果（p=10） 

3）案例三：Nishida 问题 

Nishida 问题是一个具有 bang-bang 控制结构的动态优化问题。其数学模型

如式 2-19 所示。表 3-3 中展示了三种动态优化方法 ndCVP-HSTA、ndCVP-BFGS
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与 udCVP-vSTA 求解此问题的对比实验数据。 

表 3-3 Nishida 问题实验结果 

pro method p best mean worst std time(s) 

Nishida

（min） 

HSTA 10 1.065413 1.091067 1.092900 6.973644e-03 11.661087 

BFGS 1.065413 1.401849 2.387988 4.396610e-01 3.156798 

udCVP-

vSTA 

10 1.671318  -  -  - 6.172973 

15 1.234664  -  -  - 13.329868 

20 1.453320  -  -  - 60.062419 

30 1.148940  -  -  - 118.738517 

首先，有表格 3-3 上部分可看出，在此 ndCVP 部分移动离散网格下，针对

于此同一个 NLP 问题，HSTA 的求解性能，不管是平均值还是最差值都要优于

仅梯度优化方法。由于 30 次独立优化初始解均随机选取，如果初始解较好，则

梯度算法有机会快速定位到最优值（1.065413），但由于此 NLP 子问题非线性较

强，梯度算法较难稳定得到最优值，甚至出现过早（3.156798 秒）停滞于较差局

部解（2.387988），使得整个算法稳定性能较差，30 次运行平均值居高不下

（1.401849）。而 HSTA 充分利用梯度算法的局部快速收敛能力，首先进行全局

搜索，粗略定位到全局最优解附近，再进行局部搜索提升解的精度，提升局部搜

索效率。 

由上一章分析可知，Nishida 问题作为 bang-bang 问题拥有自己特定的最优

切换时间点。对于此问题，最优目标函数值并不随分段数增大依次变优，而是取

决于控制曲线切换时间点的契合准确程度。由表 3-3 可知，非均匀分段的最优目

标函数值（1.065413）均要优于 10 段、15 段、20 段、30 段的均匀离散下的优化

情况。因为部分移动离散方法拥有更大的自由度能方便契合 bang-bang 问题的最

优切换时间点。 

  

(a) ndCVP-HSTA 求解                          (b) udCVP-vSTA 求解 

图 3-15 两种动态优化方法求解 Nishida 问题最优结果（p=10） 
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图 3-15 的图左为非均匀离散分 10 段下的最优控制轨迹，图右为同分段数均

匀离散下的最优控制曲线。由图可知，该问题为 bang-bang 控制问题，其最优控

制参数值为边界值，即-1 或 1，由 7 段常数组成，部分移动离散网格下求出的最

优切换时间点为[0, 0.83, 0.84, 1.37, 1.68, 2.20, 2.52, 2.63, 3.36, 3.88, 4.20]，对应值

为[1, 1, -1, 1 , 1, -1, -1, 1, -1, 1]。在相同分段数下，部分非均匀分段方法能更好的

检测到最优离散网格，较好的契合控制曲线的切换时间点，从而得到更优的目标

函数值。 

3.5 本章小结 

基于均匀划分控制参数化的数值型动态优化方法因其编程简单、工程操作方

便而受到实际工程动态优化问题的广泛应用，但其问题的近似求解精度与求解效

率极大的受影响于划分段数。为了提高非凸动态优化问题求解精度和效率，本章

提出了基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法。 

本章首先分析了传统等区间的均匀离散化方法的优缺点，阐述了非均匀控制

参数化的必要性，其次分别从网格点移动、网格点增删的角度对前期学者的非均

匀参数化方法思想进行总结和概括，并列出其优势和劣势；因此提出了基于部分

移动离散的自适应 CVP 策略，此方法不优化全部时间节点，仅优化二分时间区

间，因此较传统网格点移动有着问题维数较低的特点，较传统网格点增删方法有

着能自适应决定插入点位置的特点。此外，由于需要同时优化时间子区间长度和

控制参数值，离散后 NLP 子问题趋于复杂，为了追求优化算法的高效、全局和

稳定性，本章提出了 HSTA 这一两阶段算法，将全局性极强的 STA 应用于第一

阶段的全局搜索，将局部搜索能力佳的梯度算法应用于后一阶段的精细搜索，使

得第一阶段能为后一阶段提供较好的初始解。最后，通过结合 ndCVP 和 HSTA

算法，给出了求解动态优化问题的 ndCVP-HSTA 方法，并将此方法应用于三个

动态优化问题中。实验表明，ndCVP-HSTA 能以较高的效率在较小分段数下找到

令人满意的控制曲线，且结果均优于前一章的优化结果。由实验分析可得，同一

分段数下，ndCVP-HSTA 在求解具有光滑控制曲线的动态优化问题上优于传统均

匀分段，在求解最优控制曲线具有奇异弧或 bang-bang 结构的动态优化问题时具

有显著优势。
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4 约束动态优化及在除铜过程优化控制中的应用 

锌是一种重要的有色金属，全世界 80%以上的锌是由湿法炼锌生产的，其主

要由酸液浸出、锌液净化、电解沉积等三个部分组成[90]，其中锌液净化阶段旨在

将直接浸出液中的杂质离子，如铜、钴、镍、镉、砷等降到一定范围内，避免电

解过程出现烧板等非安全生产危害。除铜工艺（Copper removal process, CRP）作

为锌液净化的第一阶段，通过添加锌粉，将铜离子浓度控制在指定范围以内，在

沉降铜离子的同时为下游提供适量铜离子做催化剂，由此除铜过程的浓度合格控

制与锌粉添加控制尤为重要。同时，除铜工艺是固液相非催化多反应过程，是一

个典型的动态过程，其各离子浓度随着反应时间的演进，在反应器进出口处有了

不同程度的量变或质变。因此，为了实现除铜过程生产稳定、资源节约，本节拟

对除铜过程进行动态优化，即寻求到最佳锌粉添加量的操作点或操作轨迹，在满

足铜离子浓度降低至合适的生产指标的约束条件下，使得工艺过程资源消耗最小，

如锌粉耗费最少。 

4.1 湿法炼锌除铜过程动态优化问题 

在除铜阶段，并非所有的铜都应去除，而在随后的去除过程中，需要保留少

量的铜，以抑制镉的沉淀并加速钴的沉淀[90]。在工业实践中，由于反应机理复杂，

滞后的离子浓度检测机制，操作人员难以进行合理的控制来满足对过程输出的约

束，实现过程稳定最优控制。实践中常用的极为保守的策略会导致锌粉消耗过多

以及出口铜离子浓度过低，而添加剂数量不足则无法将杂质降低到所需水平。因

此，优化除铜工艺中添加剂的控制是十分必要的。本节旨在分析湿法炼锌除铜过

程，构建符合实际工况的动态优化问题，旨在保证出口铜离子浓度合格的同时减

少锌粉消耗。 

4.1.1 除铜过程动态特性描述 

除铜过程通过向两个级联反应釜中持续添加锌粉，将铜离子从硫酸锌浸出溶

液中分离出来。如图 4-1 所示，浸出液将连续地送入两个反应釜，锌粉通过传送

带分别从锌粉仓中输送至两个连续釜内，再流入浓缩机进行固液分离，经过沉降

的含固底流会有一部分返回#1 反应釜用作除铜反应晶种，另一部分过滤出铜渣

被回收，浓密机上部流出的除铜后液送至后续除钴、镍工段。值得注意的是，第

一个反应釜通常作为主反应器，负责大多数铜离子的沉积，而第二个反应釜通常

作为辅助反应器，微调出口铜离子浓度至指定范围。 

湿法炼锌除铜过程通过持续向连续搅拌反应釜中添加锌粉，使得入口上清液
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的铜离子发生置换反应及归中反应，进而形成铜单质沉淀和氧化亚铜沉淀，降低

溶液中铜离子浓度至指定范围。在除铜反应中，铜离子以铜单质和氧化亚铜两种

沉淀的形式得到沉降，其化学反应方程式如下： 

置换反应：Zn+CuSO4↔ZnSO4+Cu↓                          (4-1) 

归中反应：Cu+CuSO4+H2O↔H2SO4+Cu2O↓                 (4-2) 

返回底流

含杂浸出溶液

Q+q

锌粉

Q

q

浓密机1#反应釜

2#反应釜
沉淀物

Q+q
除铜后液

锌粉仓

传送带

Q+q

 

图 4-1 湿法炼锌除铜过程示意简图 

在反应釜中，具有正电位的铜离子能轻易与具有负电位的锌单质发生置换反应，

生成沉淀铜(4-1)。除此之外，在具有反应晶种的具有合适 pH 值的反应环境中，

单质铜和二价铜离子之间也可正向进行归中反应(4-2)，从而生成沉淀氧化亚铜。 

针对除铜过程，张斌等人[92]引入 CSTR 模型，深入分析了除铜置换反应机理

和除铜归中反应，给出了除铜过程竞争－连续反应模型。因此除铜过程动力学模

型可由如下化学方程式来描述： 

( )

( ) ( )

2+ 2+ 2+ 2+

2+ 2+ 2+ 2+

in

Cu ,1 Cu ,1 Cu ,1 Cu 1

in

Cu ,2 Cu ,2 Cu ,2 Cu ,2
+

VC QC Q q C V r

VC Q q C Q q C V r

 = − + − 


= + − − 

，
           (4-3) 

其中， 2+

in

Cu ,
, 1,2

i
C i = 和 2+Cu ,

, 1,2
i

C i = 分别是入口和出口铜离子浓度。 2+Cu ,
, 1,2

i
C i = 是

第 i 个反应釜的离子改变速率。V 是反应器的有效容积。Q和 q分别是上清液入

口流量和返回底流流量。基于竞争－连续反应机理模型，除铜过程第 i 个反应器

的沉降速率 2Cu ,
, 1,2

i
r i+ = 可由如下表达式表示： 

2 2

2 2

1

1 Zn,1 2Cu 1 Cu 1

1

1 Zn,1 3Cu 2 Cu 2

=( )

( )

r k G k V C

r k G k V C

+ +

+ +

−

−

 +


= +

， ，

， ，

                         (4-4) 

其中， , 1,2,3ik i = 为机理参数， Zn, , 1,2iG i = 分别为第 i 个反应器的锌粉添加率。 

实际除铜生产过程中，可人工调节的参数包含入口溶液流量Q、底流流量 q

以及锌粉添加量 Zn, , 1,2iG i = 。其中，底流流量取决于除铜工艺对渣矿的质量要求，
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因此在整个时间内为常数；入口流量取决于上游工艺，不属于锌液净化除铜过程

优化的可控变量；除铜过程的各反应釜锌粉添加量是除铜过程中调节最频繁、影

响最大的控制量，一般由专业操作员凭借经验知识根据工况手动调节。因此，动

态模型中仅将锌粉添加量作为控制变量，出口铜离子浓度作为状态变量反应实际

工况。为了便于表达，除铜过程的动态模型可简化为如下表达式： 

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

1 2 in

1

1 1

1

2 1

1

1 1 2 1

1

1 1 3 2

, , ,

0

0

0

0

,

F t t t

V Q q

V Q q

V Q

V Q q

V k u k x

V k u k x





−

−

−

−

−

−

= + + =

 − +
=  

− + 

 
=  

+ 

 − +
=  

− + 

x A x A x x u u x

A

A

x u

                   (4-5) 

其中，锌粉添加量为控制变量 Zn,1 Zn,1,G G =  u ，出口铜离子浓度为状态变量

2 2Cu 1 Cu 2
,C C+ +

 =  ， ，
x ，入口铜离子浓度为 2+ 2+

in in

in Cu ,1 Cu ,2
,C C =

 
x 。值得注意的是，第

#2 入口铜离子浓度即#1 出口铜离子浓度，即 2+ 2

in

Cu ,2 Cu 1
C C +=

，。 

4.1.2 除铜过程生产约束分析 

除铜过程是湿法炼锌工艺流程中必不可少的一步，其通过向一系列连续搅拌

反应釜中添加锌粉将杂质铜离子沉降到指定范围。铜离子生产约束条件的满足是

至关重要的，除此之外还有由于设备要求的输入约束,以及其他考虑安全与稳定

性的状态相关约束也应纳入考虑范围。 

1）输入约束 

在除铜过程中，锌粉通过皮带分别传送至两个连续搅拌反应釜中。考虑到执

行器设备限制，除铜过程各级反应的锌粉皮带最大添加率应在指定范围，可由如

下表达式描述： 

( )min max

Zn,1 , 1,2,i i iu G u t u i =  =                        (4-6) 

其中， min

iu 和 max

iu 为第 i 个反应器允许的最大锌粉添加率。 

2）生产指标约束 

杂质铜离子因较低电位而成为首要去除对象，除铜过程的出口铜离子浓度过

高或过低，直接影响着后续净化工序的控制与达标，从而影响整个炼锌流程安全

稳定生产。出口铜离子浓度低，活化能力不足，后续除钴操作将消耗过多锌粉来

沉降钴离子，除钴效率低；铜离子浓度适中，则除钴催化效果较好，除钴效率高、



硕士学位论文                                        第 4 章 约束动态优化及在除铜过程优化控制中的应用 

50 

 

效益大；铜离子浓度高，易引发析出钴返溶现象，降低除钴效率和效果；同时，

过高的杂质离子浓度还会降低后续电解效率，恶化电解生产环境，增加电解能耗，

甚至出现烧板现象以致停产。因此，为了便于进一步的下游处理，需要在除铜期

间将铜离子浓度精确地保持在一定范围内： 

( )2 2 2

min max

2Cu 2 Cu 2 Cu 2
C C x t C+ + + = 

， ， ，
                        (4-7) 

其中， 2

min

Cu 2
C +，

和 2

max

Cu 2
C +，

为#2 反应器出口离子浓度的上下界。 

3）生产稳定约束 

在除铜过程中，铜离子沉降在两个级联反应器中逐级进行。#1 反应釜负责

沉淀大部分的铜离子，而#2 反应釜负责微调，其中#1 反应器的除铜率是保证除

铜过程安全稳定运行的关键因素之一。#1 反应器除铜率越高，则#2 反应器入口

铜离子浓度越低，则可能与#2 反应器中残留的锌粉发生反应，使得过分除铜，即

出口铜离子浓度低于生产下限。相反，如果前一个反应器中铜离子除铜率过低，

则后一个反应器可能没有足够的时间沉降流入的过多铜离子，使得整体除铜不充

分，出口铜离子浓度偏高。因此，遵循适当的离子下降梯度很重要，这有助于降

低违反过程约束的风险。 

为了保证除铜过程各反应器中浓度下降的稳定性，避免产生主反应器过激调

节或反应不足等现象，#1 反应器应满足如下约束： 

( )2

2 2

2

in

1Cu ,1min max

inCu 1 Cu ,1

Cu 1

C x t
R R

C

+

+ +

+

−
 

，

，

                        (4-8) 

其中， 2

min

Cu 1
R +，

和 2

max

Cu ,1
R + 分别是#1 除铜率的上下阈值。 

4.1.3 除铜过程动态优化问题 

动态优化问题一般涵盖评价指标以及约束条件两个元素。其中评价指标是衡

量系统在不同控制策略下工作好坏的标准；其约束条件分为系统动态模型、系统

状态相关约束、控制约束等。 

通过动态特性描述和约束分析，除铜过程优化控制问题可以构建成一个典型

的带状态约束的动态优化问题。此其优化目标是在一定时间内尽量减少原材料消

耗，其控制变量是两个搅拌反应器中锌粉的进料速率，此外含有两个与铜离子浓

度相关的状态约束：1）由于旨在沉淀杂质铜，必须对出口铜离子浓度施加状态

变量路径限制，使其在整个生产过程中始终保持在一定范围内；2）为了更好地

运行和稳定生产，主反应器的铜去除率也应满足一定的路径约束。 

因此，除铜过程动态优化问题的数学模型可描述如下： 
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( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

0
0

0 1 0 2 0

min max

0

min , ,

, ,

,

(4-7)
. .

(4-8)

, 1,2

,

ft

tu t

i i i

f

J t L t t t dt

F t t t

t x t x t

s t

u u t u i

t t t

=

 =


=    




   =

    

u u x

x u x

x

式

式

                     (4-9) 

其中， F 是动态系统微分方程约束(4-5)，用来描述此非线性系统；(4-7)和(4-8)

为不等式状态变量约束； ( )tu 表示控制变量，锌粉添加量， ( )tx 表示状态变量，

出口铜离子浓度， ( )0tx 是动态系统在 0t 时刻的初始状态，优化时间段为
0 , ft t  。

代价函数 0L 可为两个罐子的锌粉添加总量： 

( )( ) ( ) ( )0 1 2L t u t u t= +u                        (4-10) 

经过三个月的工艺观察和数据收集，除铜工艺数据如下： 

表 4-1 除铜过程工业数据（90 天） 

参数 单位 值 

浸出 ZnSO4入口流量，Q   3m h  150-250 

返回底流流量，q  3m h  10-22 

溶液体积，V   
3m  98-102 

#1 入口铜离子浓度， 2+

in

Cu ,1
C  g L  1.1-2.1 

#2 出口铜离子浓度理想范围， 2+Cu ,2
C   g L  0.2-0.4 

#1、#2 锌粉添加率， Zn, , 1,2iG i =  kg h  0-500 

#1 反应器除铜率， Cu,1R  - 0.53-0.64 

CRP 中出现的优化问题可以构造为动态优化问题（DOP），其目标是找到一

个与降低生产成本相对应的时变控制轨迹，从而在给定的工艺时间内以最经济的

成本获得理想的生产质量。更重要的是，优化是在存在各种生产约束的情况下进

行的，即动态系统微分方程施加的固有约束、由设备要求决定的输入约束以及由

安全和可操作性考虑引起的状态相关约束[26]。 

如何有效地求解动态优化问题，特别是当问题公式包含连续不等式约束时，

仍然是一个挑战，主要有三个原因。1）大多数约束动态优化问题过于复杂，难

以解析求解[44]，因此只能通过数值方法和附加参数化操作来求解。因此，求解效

率和求解质量依赖于控制轨迹的参数化方案。2）在运行时间范围内的每个点都

受到约束，因此需要严格满足不可数目的常规点约束。3）即使对于没有约束的
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问题，数值方法得到的解质量也不总是令人满意的，因为工业过程中产生的涉及

动态系统的优化问题往往因其高度非线性、多维性和多模性而困难[87]。因此，有

效、准确地解决这些问题仍然是一个问题。 

4.2 光滑约束动态优化方法 

除铜过程最小锌粉添加的稳定生产优化控制问题是典型的带约束的动态优

化问题。为了有效求解此类带约束动态优化问题，本章首先分析了一般带约束动

态优化问题，在第三章无约束动态优化方法的研究基础上，针对无穷维状态相关

约束，引入了光滑化罚函数机制，构建了基于状态转移算法的光滑约束动态优化

方法。 

4.2.1 一般约束动态优化问题 

不失一般性，在本节我们先讨论符合如下标准形式的带约束、单目标、固定

优化时长的动态优化问题。 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0

0 0

0

min , ,

, ,

. . , , 0

f

l u

t

f
tt

f

J t L t t t dt

t f t t t

t

s t t t t

t

t t t

 = +    

 =   


=


   


 
  

u
x x u

x u x

x x

g u x

u u u

               (4-11) 

其中，目标函数 J 为预定的性能指标，其包括了在终端时刻的终端性能指标

( )ft 
 
x 和过程性能指标 ( ) ( )

0

, ,
ft

t
L t t t dt   x u 。控制变量约束为 ( )l ut u u u 。

状态约束表述为 g，有 m 个。
0 , ft t  为优化时间区间。 

动态约束优化问题中的路径约束一般可分为两类：1）纯控制变量约束；2）

状态变量相关约束。这两种路径约束均与时间有关，以下分别对此进行讨论。 

针对纯控制变量约束，由于本文采用分段常数拟合，因此纯控制变量约束可

简化为决策变量值的约束，如图 4-2，则可采用求解带箱型约束（Box constraint）

优化问题的处理方法解决。典型处理方法有三角函数变换法、约束算子法[93]：如

果控制变量受到路径约束 ( )l ut u u u ，则应用 CVP 策略后，约束被离散化为

如下形式： , 1,2,...,l u

i i p  =u u ， p 为分段数量。迭代过程中对每次优化的结

果都进行式（4-12）的约束处理：该方法便于程序实现，且计算量不大，特别适

用于上下限值恒定的情况。但是该方法仅能处理控制变量路径约束，却不适用于

状态变量相关约束的处理。 
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,    

,    ,    1,2,...,

,   

l l

i

l u

i i i

u u

i

u u

u u i p

u u



  



 


=   =
 

                 (4-12) 

控
制
变
量

( )u t

1 2

3
4

5

t
1t 2t 3t 4t ft

0t

控制变量
上限

控制变量
下限

uu

lu

 

图 4-2 动态优化问题纯控制变量约束示意图 

状态变量相关约束又分为两种：1）纯状态变量约束；2）控制状态变量混合

约束。动态优化问题的一大特点是时变，即在一段时间内通过改变控制变量，控

制作用在动态系统上，从而间接改变状态变量。控制变量可用分段常数值进行拟

合，但状态变量曲线受控制变量以及动态系统双层影响，其状态轨迹通常连续则

变化且事先未知。状态变量路径约束意味着每一个点都必须满足路径约束要求，

其难点也根植与此：对于某个不等式路径约束，它在优化时间段
0 , ft t  内的无数

点上都存在约束，且不知道在哪一点将成为积极约束。 

纯状态变量约束和控制状态变量混合约束都需要在优化时间段内的无穷时

间点上满足。如图 4-3 为纯状态变量约束示意图，即要求 ( ) ( ) ( )2 1c t x t c t  ，c1

为时变的#1 状态变量约束，c2 为时变的#2 状态变量约束。由最优控制下的状态

曲线可知，其在特定的某两个时间点转换为积极约束。如图 4-4 为状态控制变量

混合约束示意图，即要求 ( ) ( )x t u t 。控制状态变量混合约束满足难度更大，因

为控制变量需要满足其路径约束，而状态变量需要在每一个时间点相对小于控制

变量，两种约束相互耦合。 

状
态
变
量

( )x t

t
1t 2t 3t 4t ft

0t

积极约束

积极约束

#1状态变量
约束

#2状态变量
约束

 

图 4-3 动态优化问题纯状态变量约束示意图 
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t
1t 2t 3t 4t ft

0t

( )u t积极约束
控制变量

上限

控制变量
下限

 

图 4-4 动态优化问题状态控制变量混合约束示意图 

4.2.2 状态相关约束处理 

罚函数法作为一种约束处理机制在处理约束优化问题上得到了广泛的认可

[68]。罚函数法是将约束违反度与罚因子相乘后与目标函数值相加，从而将约束问

题转化为一个无约束问题。最常用的是 1l 精确罚函数。 

考虑到动态优化问题(4-9)，可以将连续时间上的不等式约束转换为下列规范

的总约束违反度表达式： 

( ) ( )( ) 
01

max , , ,0
f

m t

i
t

i

G g u t x t t dt
=

=                  (4-13) 

其中，m 是约束函数的个数，将(4-13)中的约束违反度G 作为惩罚项加在目标函

数中，代价函数变为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 
01

max , , ,0
f

m t

i
t

i

J u t J u t g u t x t t dt
=

 = +           (4-14) 

其中 0  为罚因子，原优化问题被转变为无约束优化问题。当  较小时，对违

反约束的解的惩罚力度越小，获得原约束优化问题的可行解的速度越慢；当  越

大，对违反约束的解的惩罚力度越大，获得原约束优化问题的可行解的速度越快，

但转换后无约束优化问题趋于病态，不利于原问题全局最优解的搜索。值得注意

的是 max 罚函数  max ,0 在 ( ) 0g x = 处是不可导的，这样使得问题难以被基于梯

度的优化算法求解，也就无法利用梯度算法快速、精准的局部搜索性能。为了解

决此问题，引入文献[43]提出的光滑化函数来近似此非光滑化 max 罚函数，如下

所示： 

( ) 2 21
, 4

2
S y y y  = + +

 
                      (4-15) 

其中， 是一个小的正数，被称为光滑因子。 

光滑近似函数 ( ),S y  具有良好的性质：1）对于 y 连续可导；2）当 0 +→
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时， ( )  , max ,0S y y → ；3）该函数值为正，即 ( ), 0p y   恒成立。光滑近似函

数 ( ),p y  的近似特性如图所示： 

 

图 4-5 光滑化函数特性 

从图可以很明显的看到，在  max ,0y 及其近似函数 ( ),S y  之间存在着一个

变宽的间隙，其中最大的不同发生在 0y = 处。其中令 ( ) ( )( ), ,iy g u t x t t= ，则代

价函数变为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
01

, , ,
f

m t

i
t

i

J u t J u t S g t t t dt 
=

 = +  u x          (4-16) 

值得注意的是， 0y = 处即为 0ig = ，也就是不等式约束变为等式约束的地方。 

同时，由图可知，光滑因子 为调节近似水平的重要参数。为了获得较好的

光滑化效果， 需要取得越大越好，但是，为了较高精度的近似原目标函数，特

别是在约束变为积极约束时， 需要取的足够小。换句话来说，光滑化罚函数以

牺牲近似精度为前提来获得光滑化效果，并以此来改变目标函数形态，使得其更

有利于优化算法搜索。同理，由于惩罚因子  越大，增广罚之后的目标函数最优

解与增广前的越近似，但是过分大的罚因子又导致增广后函数病态化。 

因此，为了方便优化且逐步提高近似精度， 需要从指定小数值收敛到 0。

同时为了方便前期搜索约束最优解区间到逐步获得可行最优解， 需要从指定小

数值增大到无穷。为了提高优化求解效率，采用 和  同步迭代更新策略，即

和  在下一次迭代中同时更新，使得近似无约束问题最优解不断逼近原有约束问

题最优解，其更新公式如下： 

* d =                                  (4-17) 

* d =                                 (4-18) 

其中0 1d  是一个特定的下降因子。因此，当 0 → 的时候，无约束问题的最
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优解就是原有约束问题的最优解。 

4.2.3 基于 ndCVP-HSTA 的光滑化约束动态优化方法 

前两章研究了高效准确的无约束动态优化问题求解方法（ndCVP-HSTA），为

了使带约束的动态优化问题更便于优化求解，本节采用上节介绍的光滑化罚函数

方法处理约束。 

针对上述问题（4-11），通过引入光滑化罚函数方法，根据当前惩罚因子  和

光滑因子 ，原始带状态相关约束的动态优化问题（4-11）可转变为如下无约束

动态优化问题： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
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            (4-19) 

为在指定分段数目下高效拟合最优控制网格，且高效且高精度的找到离散后

NLP 子问题最优解，采用上章提出的 ndCVP-HSTA；最终离散及光滑化罚函数

处理后的 NLP 子问题如下所示： 
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             (4-20) 

其中，决策变量为 1 2 1[ ,..., , ,..., ] [ , ]p p   = =d ξ θ ，维数为 ( )2 2 1u un p p n p  + = + 。

动态优化问题转变为：找出 ( )2 1un p+ 维向量[ , ]ξ θ 使得目标函数 J 最小，其中决

策变量中控制参数值仍需满足原始约束，新增变量  0,1θ 。 

因此，本节提出的基于混合状态转移算法的自适应约束动态优化方法步骤如

下。其算法流程图如图 4-6 所示。 
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初始化：令k=1；可行域内随机

初始化3p维决策变量

无约束化：根据此惩罚和光滑因
子将有约束动态优化问题

离散化：根据PCVP将无约束动

态优化问题离散化为NLP问题

满足停止准则？

k=k+1

开始

N

设定初始惩罚、光滑、下降因子
等参数；给定初始均匀分段数p

结束

Y

全局搜索：以   初始点，利用

STA得到近最优解

k=1 ?
Y N

局部精细：以  初始点，利用梯
度算法精细到全局最优解 *
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更新参数

0d

*
0d

*

1k
d

−

0d

 

图 4-6 基于 PCVP-HSTA 的光滑化约束动态优化方法流程图  

Step 1：初始化：设置初始惩罚因子 0 ，初始光滑化因子 0 ，以及下降因子

d ，0 1d  ；令 1k =  ;给定初始网格段数 p ；在可行域内随机初始化决策变量

0 0 0[ , ]=d ξ θ ； 

Step 2：无约束化：根据惩罚因子 k 和光滑化因子 k 将有约束动态优化问题

（4-11）转换为无约束动态优化问题（4-19）；  

Step 3：参数化：根据部分移动网格 CVP 策略离散化以上无约束动态优化问

题，使之成为带约束 NLP 问题（4-20）；如果 1k = ，则转向 Step 5 进行全局搜索，

否则转向 Step 6 继续局部搜素。 

Step 4：全局搜索：以 0d 为初始解采用 STA 进行全局搜索求解得初始惩罚因

子和光滑化因子下的最优解，得到全局最优解 *

0d ， 

Step 5：精细化搜索：以 *

1k−d 为初始解采用梯度算法进行局部搜索，求解得到

此惩罚因子和光滑化因子下的全局最优解 *

kd ，得到最优控制参数值 *

kξ 以及最优

转换时间二分点 *

kθ ； 

Step 6：更新参数：如果满足终止条件则停止算法并输出 *

kd ；否则，令

1k kd + = ； 1k k d + = ； 1k k= + ；回到 Step 2。 

值得注意的是，其一、为提高求解效率，下一次迭代优化的初始解都取上一

次迭代优化的最优解，使得整个过程保持热启动状态。其二、STA 仅需要定位初
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始惩罚因子和光滑因子下的 NLP 子问题的全局解，随后的精细化操作均由梯度

算法承担。 

4.3 实验结果与讨论 

在本节中，为了评估所提出的约束动态优化方法有效性，进行了两组实验：

1）一组为经典约束动态优化问题测试，分别含有纯状态变量约束或混合状态控

制变量约束；2）CRP 的案例研究。所有计算都是在 Matlab（R2017b）软件平台

上进行的，该平台在具有 3.4GHz Intel i7 和 8G RAM 的台式电脑上运行。实验中

设置初始惩罚因子 0 1 = ，初始光滑因子 5

0 2.5 10 −=  ，下降因子 0.1d = 。PCVP-

HSTA 参数同第三章。实验给出了不同迭代次数下，惩罚因子、光滑因子、总约

束违反度G 、目标函数 J 以及每段优化所用时间。 

4.3.1 经典约束动态优化问题 

1）案例一：J&L问题 

J&L 问题是纯状态约束动态优化问题，由 Jacobson and Lele 提出[33]，他包含

一个纯状态变量路径约束，其路径约束可对状态变量 1x 或 2x 起作用，本文讨论对

1x 有约束，其动态问题模型如下所示： 

( )

( )
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 =

                     (4-21) 

表 4-2 列出了带约束 J&L 动态优化问题求解过程及结果。由表可知，在第一

次迭代时，初始惩罚因子较小，惩罚力度不大，算法求得最优解处于可行域外边

缘，有轻微的约束违反。在第 2 次迭代时，随着惩罚因子的加大，约束违法度直

降到 0，同时，由于光滑因子减小，目标函数值得到减小。在第 3 次迭代，由于

光滑因子继续减小，max 函数与光滑化函数之间的间隙趋于 0，因而所求控制曲

线得到进一步的逼近原最优曲线，目标函数值得以更小。 

表 4-3 列出了此问题的相关文献研究成果。数据表明，本文求解的实验结果

0.7414J = 与文献结果类似，甚至更优。对于文献[96]的实验结果 0.7366J = 本文
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略差于此结果，但因为 Logsdon 实验分段数为 50，本文分段数仅为 10，更高的

分段数理论上可以获得更高的最优控制轨迹拟合精度，因而获得更优的目标函数

值。 

图 4-7 展示了 J&L 问题的最优控制曲线和状态轨迹。由状态轨迹可得，状态

变量 2x 一直在曲线 ( )
2

8 0.5 0.5t − − 的下方，并在 0.5t = 的时间点左右取得积极约

束。 

表 4-2 Jacobson and Lele 问题实验结果 

问题 段数 迭代次数 惩罚因子 光滑因子 G  J  

J&L

（min） 

10 1 1 2.5e-4 7.7758e-04 0.7475 

2 10 2.5e-5 0 0.7417 

3 100 2.5e-6 0 0.7414 

表 4-3 Jacobson and Lele 问题文献对比 

问题 文献 段数 J  

J&L（min） 

Jacobson et al. [33] - 0.75 

Feehery et al.[35] - 0.75145 

Mehra et al. [94] - 0.79 

Liu et al. [95] 30 0.7485 

 Logsdon et al. [96] 50 0.7366 

 

(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 4-7 光滑化约束动态优化方法求解 J&L 问题所得最优结果 

2）案例二：Rayleigh 问题 

Rayleigh 问题是一个典型的状态控制混合约束动态优化问题，出自文献[97]，

此问题包含了三个状态变量和一个控制变量，分别有控制变量约束，以及一个与

控制变量相关的混合状态约束。该问题因其控制混合状态约束而具有一定难度，

其动态问题数学模型如下： 
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表 4-4 列出了带约束 Rayleigh 问题求解过程及结果。由表可知，分段数为 10

或 20 时，随着迭代次数的增加，总约束违反度总是持续减小至 0，目标函数值

则呈现先升后降的趋势。因为迭代次数增加，惩罚因子不断加倍，惩罚力度不断

增大，因而最优解逐步从不可行收敛到可行域内；同时，随着光滑因子的减小，

光滑化函数与 max 在积极约束处的近似拟合误差逐渐减小，求得近似解进一步

逼近最优控制曲线。 

表 4-4 Rayleigh 问题实验结果 

问题 段数 迭代次数 惩罚因子 光滑因子 G  J  

Rayleigh

（min） 

10 1 1 2.5e-4 0.2175 45.8796 

2 10 2.5e-5 4.5848e-5 46.0579 

3 100 2.5e-6 0 46.0579 

4 1000 2.5e-7 0 46.0575 

20 1 1 2.5e-4 0.0959 45.4812 

2 10 2.5e-5 1.6026e-05 45.5316 

3 100 2.5e-6 0 45.5290 

4 1000 2.5e-7 0 45.5285 

表 4-5 列出了此问题的相关文献研究成果。数据表明，在相同分段数下，本

文结果与文献研究结果类似，甚至更优。由于采用部分移动网格，曲线能在较少

的分段数下更好的拟合最优切换时间点，针对此类控制轨迹，分段数为 20 的拟

合精度也可以优于分段数为 30 的结果[95]。值得注意的是，在文献[98]十段的结果

要优于本文，原因在于此文献选用了网格移动方法，在相同分段数下较部分移动

网格拥有更高的灵活度，但优化问题维数较部分网格移动问题增加，其非线性更

强，则计算时间复杂度更高。 

表 4-5 Rayleigh 问题文献对比结果 

问题 文献 段数 J  

Rayleigh

（min） 

Loxton et al. [39] 10 46.09620 

Li et al. [98] 10 45.8048 

Liu et al. [95] 30 45.5716 
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图 4-8 展示了 Rayleigh 问题的最优控制曲线和状态轨迹。由状态轨迹可得，

状态变量 1x 一直在曲线 6u− 的下方，并在初始及末尾时间点上取得积极约束。 

  

(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 4-8 光滑化约束动态优化方法求解 Rayleigh 问题所得最优结果 

4.3.2 除铜过程动态优化问题 

此小节应用以上所提出了约束动态优化方法求解除铜过程的带状态约束动

态优化问题(4-9)，其动态优化过程如图 4-9 所示。从而得到一段时间内锌粉添加

的最佳操作轨迹，使得铜离子沉淀到理想的浓度范围。本节采用收集了三个月的

实际除铜过程行业数据，验证了该方法的有效性。 

除铜过程动态优化

目标 ndCVP

约束动态优化方法

光滑化罚函数法
最小化锌粉添加 生产约束

约束

最优控制曲线

HSTA

 

图 4-9 除铜过程动态优化流程 

湿法炼锌除铜工艺是一个长流程工艺。在实际生产过程中，溶液体积V 、浸

出液入口流量Q和返回底流流量 q可以得到连续性的检测，但反应工况的关键因

素，即进出口离子浓度仅能每 2 小时离线化验一次。另外，根据观察，2 小时内

的溶液体积、溶液流量在 2 小时内没有明显波动。因此，我们以 2 小时为优化时

间区间，即 0 2 hft t− = ，其中 ,  ,  V Q q在 0 , ft t  时间段保持不变。除铜过程的动态

优化可以安排为每 2 小时一次，如果存在铜离子浓度出现显著偏差，则将根据当

前工况重新计算新的动态优化结果，并在接下来的 2 小时内使用。 

首先展示 2 小时内的动态优化结果。 0t 的工作条件如表 4-6 所示。值得注意

的是，二号出口铜离子浓度是整个除铜过程的关键变量，必须严格控制在工业允
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许范围，即 0.2-0.4 g/L。由于生产过程存在操作、测量等误差，也同时存在原材

料成分波动等不确定因素，为保证系统稳定性，离子浓度实际控制范围必须从约

束边界往后退一定距离，称之为“回退”，回退量通常取 0.05 g/L，因此在这个动

态优化过程中，#2 出口铜离子浓度应服从 0.25-0.35 g/L。 

表 4-6 0t 时刻除铜过程的工况 

参数 单位 值 

浸出 ZnSO4溶液入口流量，Q   3m h  200 

返回底流流量，q  3m h  20 

溶液体积，V   
3m  100 

#1 入口铜离子浓度， 2+

in

Cu ,1
C  g L  1.7 

#1 反应器初始出口铜离子浓度， 2+

0

Cu ,1
C   g L  0.7 

#2 反应器初始出口铜离子浓度， 2+

0

Cu ,2
C  g L  0.32 

表 4-7 列出了动态优化问题求解过程及结果。图 4-9 中，左图为除铜过程在

0t 时刻工况下 2 h 内最优控制曲线图，右图为其对应最优状态曲线，即出口离子

浓度变化图。 

表 4-7 除铜过程动态优化问题实验结果 

问题 段数 迭代次数 惩罚因子 光滑因子 G  J  

CRP

（min） 

10 1 1 2.5e-4 93.1598 319.1035 

2 10 2.5e-5 1.8493 464.1158 

3 100 2.5e-6 0.0001 466.4650 

4 1000 2.5e-7 0 466.3869 

由表 4-7 可以很明显看出，在初始惩罚因子和光滑化因子下，目标函数

319.1035J = 最小，即锌粉总添加量最少，但总约束违反度 93.1598G = ，由此表

明，惩罚力度尚且不足；在第 2 次迭代中加大惩罚因子，总约束违反度大幅下降，

目标函数值有所上升；在第 3 次迭代继续加大惩罚因子，总约束违反度下降，目

标函数微升；在第 4 此迭代中，罚因子继续加大，总约束违反度降至 0，但目标

函数不升反降，原因在于光滑因子也在同步减小，不等式约束在积极等式约束处

得到进一步逼近，控制曲线进一步逼近原最优控制曲线。 

从表 4-7 和图 4-10 可以看出，动态优化下 2 小时内锌粉的总量（466.38 kg），

远低于实际工厂此工况下实际使用锌粉的平均量（510.37 kg）。同时，应用所提

出的方法所得最优控制曲线，在此控制曲线下，#2 出口铜离子浓度能平稳的处

于0.2 ~ 0.4 g/L之间，严格满足生产要求。 
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(a) 控制曲线                          (b) 状态曲线 

图 4-10 光滑化约束动态优化方法求解 CRP 问题所得最优结果 

4.4 本章小结 

除铜过程为绿色湿法炼锌工艺净化工段的首要工序，目的是通过添加锌粉将

硫酸锌溶液中的杂质铜离子浓度降低到一定范围，其净化效果对炼锌过程效率提

升和安全生产有着直接影响。锌粉添加为除铜工艺关键，实际生产主要依赖人工

经验，存在出口铜离子浓度振荡甚至超标等现象，使得产品合格率低、锌粉消耗

量大。为了满足除铜工艺各种动态物质平衡及工艺要求，同时追求最小原料消耗

和出口铜离子浓度稳定，必须进行除铜过程动态优化，以实现企业高效节能生产。

首先，本章分析了除铜过程的动态特性，构建动态模型，并选定合适的效用指标、

考虑全面的工况约束，表征为符合实际工况的动态优化问题。随后，针对同时此

类具有状态约束和控制约束的动态优化问题，引入光滑化罚函数法，提出了一种

基于状态转移算法的约束动态优化方法。经典带约束动态优化问题测验结果表明，

该方法能有效地求解。数值仿真也证明了该方法的有效性，优化的控制轨迹不仅

可以保证出口离子浓度合格，而且可以节约锌耗。
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5 结论与展望 

5.1 研究工作总结 

动态优化是工业过程实现节能降耗、挖潜增效的有力方法，高效、精确的动

态优化方法是实现复杂工业过程动态优化的关键。本文针对一般的一类优化时间

固定、有约束的工业动态优化问题，开展了相关研究。由于实际工业过程复杂多

变，其动态优化问题通常具有非线性、多模态、不连续、多约束等特点，因此基

于控制向量参数化的数值型动态优化方法是本文的研究重点。本文在控制变量参

数化离散方法的基础上，深入分析了影响动态优化方法效率和精度的三大因素，

其一、如何获得离散后多模态非凸 NLP 问题最优解；其二、如何高效的获得更

高精度近似最优控制曲线；其三、如何处理带约束动态优化问题。随后，针对以

上三大难点，开展具有鲁棒性和高效性动态优化方法及应用研究。本文主要研究

内容有以下几个方面: 

1) 提出了基于变尺度状态转移算法的均匀划分动态优化方法  

针对如何获得离散后 NLP 子问题全局最优解，提出了基于变尺度状态转移

算法的均匀划分动态优化方法（udCVP-vSTA）。本文首先采用基本均匀控制参数

化将动态问题转换为静态 NLP 问题，考虑到所得 NLP 问题仍然保留有原动态问

题的强非线性、多模态等复杂特性，本文引入全局性智能优化算法状态转移算法，

深入分析其性能，并提出了平衡局部及全局收敛能力的变尺度状态转移算法，最

后采用变尺度 STA 求解 NLP 问题的基础算法，建立基于变尺度 STA 的均匀划分

动态优化方法。经典非线性动态优化问题验证了此方法的优越性。 

2) 提出了基于混合状态转移算法的非均匀划分动态优化方法 

针对如何高效获得更高精度的近似最优控制曲线，提出了基于混合状态转移

算法的非均匀划分动态优化方法（ndCVP-HSTA）。一方面，考虑到均匀离散网格

下近似精度和优化求解效率两者互为矛盾，本文总结了两类的常用的非均匀控制

离散网格，提出了有部分移动网格优化策略的 ndCVP 方法，该方法能在较低维

度下有较高的自由度来寻求最佳离散网格。另一方面，考虑到数值解的求取精度

决定了与近似上限的接近程度，以及非均匀离散导致的 NLP 子问题维数增加、

非线性增强等问题，提出了混合梯度状态转移算法（HSTA），该方法在搜索前期

使用 STA 定位全局最优解，在搜索后期使用梯度算法精细搜索。经典非线性动

态优化问题实验表明该方法有更高的效率和精度，特别是在求解 bang-bang 问题

上。 

3) 提出了基于 ndCVP-HSTA 的光滑约束动态优化方法 
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针对如何高效求解约束动态优化问题上，提出了基于状态转移算法的光滑约

束动态优化方法。本文首先分析并总结了动态优化问题三类常见约束，并引入光

滑化罚函数法，在以上无约束动态优化方法的研究基础上，提出了一种求解一般

约束动态优化问题的基于 ndCVP-HSTA 的光滑化约束动态优化方法。两个经典

带约束动态优化问题求解结果表明，该方法能高效且准确的获得完全可行的最优

控制轨迹。 

4) 除铜过程动态优化问题构建及求解 

除铜过程优化控制是典型的动态优化问题，本文分析了除铜过程动态特性，

构建动态模型，并选定合适的效用指标，考虑全面的工况约束，表征为符合实际

工况的动态优化问题；随后，采用基于 ndCVP-HSTA 的约束动态优化方法求解

此问题；除铜动态优化仿真结果表明，所求最优控制轨迹不仅可以使除铜过程严

格满足生产约束，还可以有效节约生产成本。 

5.2 后续工作展望 

实现更高效高精度工业过程动态优化，还需要进一步的深入研究，总结如下： 

(1) 在动态优化方法方面，部分移动网格可以继续结合网格点增删的思想，

重新确定网格分段数或固定时间点，并以此分段数或离散网格进行下一次迭代优

化，这样可以逐步的逼近最优控制曲线，提高解的近似精度。 

(2) 在微分方程求解方面，采用替代函数方法进行局部近似计算，提高迭代

求解效率。动态优化问题在离散后每一次进行迭代优化运算过程中，都需要进行

微分方程的求解，直至迭代结束，当前国际上通常采用自适应变步长的数值积分

方法对微分方程组进行计算，将要花费大量时间。可通过训练代理模型来替代数

值微分操作，因此显著提高优化效率。 

(3) 在动态优化问题构建方面，研究更具广泛意义的动态优化问题，如模型

带不确定参数等。实际工业过程，如除铜过程，通常存在各种干扰等不确定因素，

简单的回退操作使得控制轨迹过于保守，因此应开展研究具有不确定动态系统的

动态优化问题。 

(4) 开展动态优化的闭环控制方法研究。由于动态优化是一种基于模型的开

环优化手段，模型与实际的不吻合极易导致求得的最优控制曲线失去最优性，甚

至不再可行。因此可以考虑引入反馈思想，开展动态优化的闭环控制方法研究。 
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参与科研项目情况 
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移算法的有色冶金过程系统辨识方法研究”(61503416)的研究工作 
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确定动态优化方法”(61873285)的研究工作 

获奖情况 
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[2]  2019 年“中南大学优秀毕业研究生”、2018 年“中南大学信息学院优秀学术年
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